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1. Wstep
6-107
Zadanie 1.1 Oblicz wartos¢ wyrazenia: 3 A
—-10

Rozwigzanie:
Korzystamy z dwoch regut:
a) podzieli¢ liczbe przez utamek to pomnozy¢ jg przez odwrotno$¢ utamka
b) przy przenoszeniu liczby w zapisie potegowym z mianownika do licznika lub

z licznika do mianownika, nalezy zmieni¢ znak wykfadnika, np:

Obliczamy:

Zadanie 1.2 Oblicz warto$¢ wyrazenia: 0,321°10° + 21,7107
Rozwiazanie:
Aby wykonac¢ obliczenia, w obu wyrazach nalezy ujednolici¢ wyktadniki. Decydujemy,
Ze bedg one réwne —5. Przeksztatcamy drugi wyraz, tj. 21,7°107.
Pierwszy czynnik (21,7) dzielimy przez 100, zas drugi czynnik mnozymy przez 100
(100 = 102), w ten sposdb nie zmieniamy wartosci drugiego wyrazu.

21,7-107 = 21,7-(L~102j-107 _2L7 G107 2 0,217-107°

100 100

Wykorzystano zaleznosc:
amak =amtk
czyli:
107102 = 107*2 = 10
Sumarycznie mozna powiedzie¢, ze jesli drugi czynnik zwiekszamy 100-krotnie
poprzez zwiekszenie wyktadnika o 2, to pierwszy czynnik nalezy zmniejszy¢ 100-
krotnie poprzez przesuniecie przecinka o 2 cyfry w lewo (w ten sposoéb wartosc

iloczynu nie zmienia sig).
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Wykonujemy dodawanie

0,321-10° +21,7-107 =0,321-10° +0,217-10° = (0,321+0,217)-10° = 0,538-10"
Poniewaz w zapisie potegowym liczby przed przecinkiem zazwyczaj zapisujemy
jedna cyfre rozng od zera, wiec wykonujemy operacje podobng do wyzej opisane;j:

0,538-10° =0,538-(10-107")-107° = (0,538-10) - (10" -10°) = 5,38-10°°

Zadanie 1.3 Przelicz:
a) temperature 17,3°C na temperature w Kelvinach
b) temperature 4,5 K oraz 77,3 K na stopnie Celsjusza
c) czas 15 us na milisekundy
d) dtugosé¢ fali swiatta 550 nm na mikrometry
Rozwigzanie:
Temperature w stopniach Celsjusza oznacza sie literg t, zas temperature w skali
Kelvina literg T. Zwigzek pomiedzy ich wartosciami jest nastepujacy:
T[K]=’C]+ 273,15
{°C]=T[K]-273,15
Zatem 0°C odpowiada 273,15 K, zas 0 K to —273,15 °C
a) T[K]=17,3+273,15=290,45K
1[°C1=4,5-273,15=-268,65C
1,[°C1=177,3-273,15=-9585°C
c) 1us=10%s,1 ms=103s
155 =15-10°s=15-(107-107)s =15-107 - (107 s) =15-10" ms = 0,01 5ms
d) 1nm=10°"m, 1 um =10%m
550nm =550-10"m =550-10" - (10~°m) = 0,55 m

Zadanie 1.4 Zapisa¢ w notacji wyktadniczej:
3 258; 6752 186; 254869:10%102; 0,0027; 0,00005076

Rozwiazanie:
3258=3,258-1000=3,258-10°
6752186=6,752186-1000000=6,752186-10°
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254869-10"-107 =2,54869-10° - 10* - 107 = 2,54869-10*** = 2,54869-10’

0,0027=-2 =27 _57.107
1000 10
0,00005076= 0,00005076 (10° -10%) = (0,00005076:10°)-10° =5,076-10°  —  jesli

przecinek przesuwamy w prawo o 5 miejsc, to liczbe nalezy przemnozy¢ przez 10-°

aby nie zmieni¢ jej wartosci.

Zadanie 1.5 Po odpompowaniu 2 | zbiornika jego masa zmniejszyta sie o 2,58 g. Jaka
jest gestosé powietrza (w kg/m?)
Rozwiazanie:

Gestosc¢ substanciji (p - ro) jest rowna stosunkowi masy ciata m do jego objetosci V:

7
Zamieniamy jednostki danych, aby otrzymac¢ wynik we wtasciwych jednostkach
m=2589g=25810%g (1g = 1/1000 kg)
V=21=2dm*=2(10"m)*=2103m3 (1dm =1/10 m)

Obliczamy gestos¢ powietrza:

m _2,58-10"kg  2,58kg _ 129 k8
Vo 2100w 2w’ T m
. m m m

Zadanie 1.6 Po jakim czasie sSwiatto wyemitowane ze Stonca dotrze do Ziemi, jesli
odlegtos¢ Ziemi od Stonca wynosi 150 min km, a swiatto w prdzni rozchodzi sie
z predkoscig 300 000 km/s?

Rozwigzanie:

Predkos¢ w ruchu jednostajnym (v) jest réwna stosunkowi przebytej drogi s do czasu
t.

Mnozymy obustronnie przez t:
v-t=s§

Dzielgc przez v otrzymujemy wzor na szukany czas:
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S
t==
\%
Przed podstawieniem danych przeksztatcamy je do zapisu potegowego:
s =150 min km = 150-10% km = 1,5-10%:10° km =1,5-108 km
v =300 000 km/s = 3-10° km/s
Obliczamy czas:
s 15:10%m 1,5-10°-10° km-s 1500

= - 5
v 3_105@ 3-10 km

N

s =500s

Przeliczamy czas na minuty:

500s 50 s -min |
t= =— =8—min
60 S 6 s 3

min

Zadanie 1.7 lle razy powierzchnia i objetos¢ pitki noznej o srednicy D = 20 cm jest wigksza
od powierzchni i objetosci pitki do tenisa stolowego o $rednicy d =4 cm ?
Rozwiazanie:

Traktujemy pitki jako kule i wykorzystujemy wzory na pole powierzchni kuli i objetos¢ kuli:

S =4xR?,
V=i R’
3

Poniewaz znamy wartosci $rednicy pitek, wykorzystujemy zwigzek $rednicy

i promienia:
R =D/2
DY D>
S:47z(—j =4r - ——= 7D’

2

4 (Df 4 D D

V=—nl=| =—n=-=
3 (2 3 8 6

Do wzordow stosujemy odpowiednie znaczniki dolne i oznaczenia Srednic.

Dla pitki noznej:

S, =D’ =

Dla pitki tenisowej:
4
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Stosunek powierzchni:
oo (o] (] 5
S, m® d’ d 4cm 1

S =25.8,

Ostatecznie:

Stosunek objetosci:

6 m° d° \d

3
j =5"=125
dem

D’ X
V,_ 6 A’ 6 D (D 20cm
v, md’

6
Ostatecznie:

V. =125-V,

Zadanie 1.8. Uzwojenie pierwotne transformatora z drutem i promieniu 1 mm ma mase
17,8 kg. Jaka dlugo$¢ ma drut, jesli gestos¢ miedzi wynosi 8,9 g/cm3?

Rozwiazanie:

Gestosc ciata (p — ro) jest rowna stosunkowi masy ciata m do jego objetosci V:

p="1
Vv

Przekroj poprzeczny drutu ma ksztatt kota, ktérego pole S wyraza sie wzorem:
S =R’
Drut traktujemy jako dtugi walec o promieniu R i wysokosci (dtugosci) L. Objetosc
walca rowna jest iloczynowi pola podstawy S i wysokosci L
V=S-L=mRL
Wstawiamy powyzszg zaleznos¢ do wzoru na gestosc:

m

P RL

Przeksztatcamy ten wzér aby otrzymaé wyrazenie na dtugos¢ drutu:
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Przed podstawieniem danych ujednolicamy jednostki:
R=1mm =0,000m =103 m
0,001kg g 10°kg 10‘3k_g_

b

89107 -10° %8 _g9.10° ¥

g
=8,9 =
P 107w’ m m

e’ (0,0lm)y O (1072m)y
Obliczamy dtugosc¢ drutu:

17,8kg _ 17,8 kg 2 1 2-103m
7z-(10‘3m)2-8,9-103’]:;g3

L=

7-89-10°10° - kg 7107
m- - 3

1 7z
m
L=637Tm

Zadanie 1.9 lle wynosi masa Ziemi, jesli przyspieszenie ziemskie na jej powierzchni
ma warto$¢ 9,81 m/s?, promien Ziemi réwna sie 6400 km, a stata grawitacji G = 6,67
10" Nm?/kg? ? Jaka jest $rednia gestos¢ Ziemi (w kg/dm3)?
Rozwiazanie:
Prawo powszechnego cigzenia opisujgce site F oddziatywania miedzy dwoma ciatami
wyraza sie wzorem:
FoGm

gdzie:

M, m — masy ciat

R — odlegtosc¢ srodkéw ciat

G - stata grawitac;ji
Z prawa tego wynika, ze przyspieszenie grawitacyjne ciata na powierzchni Ziemi

opisane jest wzorem:

mM
_F_%p _gM
& m m R*’

gdzie M i R oznaczajg odpowiednio mase i promien Ziemi. Przeksztatcamy wzér aby

otrzymac¢ wyrazenie na mase Ziemi:
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g-R*=GM
m=8F
G

Obliczamy mase Ziemi:

9.81" - (6400km)>  9.81"% - (6,4-10°m)’
S —

B s ~981-40,96-107
M= W N-m® W N-m* 6,67-107"
6,67-10 P 6,67 -10 P
g g
=60,2-10"-10" kg = 6,02-10** kg
Wyprowadzenie jednostek:
m . 2
§2 _m_3_ ng _mkgz_ mkg2 _k
Nm’ s> Nm* s§°N g2, kgm &
kg2 s’

Gestosc¢ Ziemi (traktowanej jako kula) wyraza sie wzorem:
M M 3M

Yo,

V EER3 B 47R?
3
Podstawiamy dane:
24 24 24
o 3:602:10 kg _ 18,06-10%kg 18,06 _lOlgk% 20300549.1061(_%
4:3,14-(6400km)  12,59-(6,4-10°m) 12,59-262,1 10"m m

k; 10°; 10°£; k;

p=549-10°"8 =549. — "8 __549. — "8 _549 78
m (10dm) 10°dm dm

Zadanie 1.10 lle kropli deszczu o promieniu 2 mm spadnie z chmury zawierajgcej 30 m?
wody ?
Rozwiazanie:

Promien kropli przeliczamy na metry:
R=2mm=0,002m=2-10"m
Objetos¢ pojedynczej kropli:

4 4

v, =§7;R3 =§.3,,14.(2.1()—3m)3 _4-314-8

107m’ =33,5-10"m’ =3,35-10"°m’
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Jesli objetos¢ catej wody V podzielimy przez objetos¢ jednej kropli Vir to otrzymamy liczbe
kropli n:

4 30m°

V. 335-10°m°

7

=8,96-10°~9-10°=900-10°

Zadanie 1.11 Jakie ci$nienie wywiera kobieta o masie 60 kg na podtoze w chwili gdy
stoi na okraggltym obcasie jednego buta o promieniu 1,5 cm? Poréwnaj ten wynik
z ci$nieniem atmosferycznym. Przyjgc¢ g = 10 m/s?, ci$nienie atmosferyczne p, = 1000
hPa.
Rozwiazanie:
Pole powierzchni obcasa jest rowne polu powierzchni kota:

S = nRk?
Dziatajgca sita jest rowna ciezarowi kobiety:

F=m-g

Cisnienie jest rowne stosunkowi sity dziatajgcej prostopadle do poditoza do jego

powierzchni.:
__mg
S 7R’
60kg 10" 600N 600N 60-10-10° N 5
p s - 2 _85.10°Pa

" 304-(Lsem) 3,14-(1,5-102m) T304-225-107m° 7,065 m’
Cisnienie atmosferyczne:
p, =1000hPa =10"-10° Pa =10’ Pa
Stosunek wywieranego ci$nienia do cisnienia atmosferycznego jest rowny:
ya 8,5-1505Pa 85
D, 10° Pa
Zatem:

p = 8’5 'po
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2. Wektory

Zadanie 2.1 Wykonaj operacje na wektorach metodg rachunkowg. WielkoSci

wektorowe opisano pogrubiong czcionka.

a)
b)
c)
d)

e)

A+B(A=[35],B=[21])
A-B(A=[3.2],B=[51])

3A (A = [3,4])
A+B+C(A=[12],B=[21],C=[32])
A-B+C(A=1[63,1],B=[512], C=[22,3])

Rozwigzanie:

a)

Dodawanie wektorow polega na dodawaniu do siebie odpowiednich
sktadowych poszczegolnych wektoréw. Kazdy wektor mozna przedstawi¢ za
pomocg skfadowych, bedgcymi rzutami danego wektora na osie uktadu
wspotrzednych. W zadaniu wystepujg wektory opisane w kartezjanskim
prostokgtnym uktadzie wspoétrzednych, ktérych sktadowe zawierajg sie kolejno
w osiach x, y oraz z. Operacje dodawania wektorow mozna zapisac
w nastepujgcy sposob:

A+B=[A,+By Ay + By, A, +B,]
Wektory w przykfadzie (a) posiadajg po dwie sktadowe. Sg to wektory lezgce
w jednej ptaszczyznie XY. Podstawiajgc dane z zadania otrzymamy:

A+B=[3+25+1]=][56]

Odejmowanie wektorow polega na odejmowaniu od siebie odpowiednich
sktadowych poszczegolnych wektorow. Operacje odejmowania wektoréw
mozna zapisa¢ w nastepujgcy sposob:

A-B=[A,— By Ay — By, A, — B,]
Wektory w przyktadzie (b) posiadajg po dwie sktadowe. Sg to wektory lezgce
w jednej ptaszczyznie XY. Podstawiajgc dane z zadania otrzymamy:

A-B=[3-52-1]=[-21]

Mnozenie lub dzielenie wektora przez liczbe n (skalar) polega na wymnozeniu
lub podzieleniu przez dang liczbe kolejnych sktadowych wektora. Operacje
mnozenia/dzielenia wektora przez skalar n mozna zapisa¢ w nastepujgcy

sposbb:

9
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nA = [n-AX, n-Ay, n-Az]
Wektor w przyktadzie (c) posiada dwie sktadowe. Jest to wektor lezgcy
w ptaszczyznie XY. Podstawiajgc dane z zadania otrzymamy:
3A=1[3-3,3-4,] =19,12]

Dodawanie wektorow polega na dodawaniu do siebie odpowiednich
sktadowych poszczegolnych wektorow. Mozna dodawacC do siebie dowolng
liczbe wektoréw. Operacje dodawania trzech wektorow mozna zapisaé
w nastepujgcy sposob:

A+B+C=[A+By+Cy Ay + B, +Cy, A, + B, +C,]
Wektory w przykfadzie (d) posiadajg po dwie sktadowe. Sg to wektory lezgce
w jednej ptaszczyznie XY. Podstawiajgc dane z zadania otrzymamy:

A+B+C=[14+2+3,2+1+2]=1[6,5]

Dodawanie/odejmowanie wektorow polega na dodawaniu/odejmowaniu
odpowiednich sktadowych poszczegolnych wektorow. Mozna
dodawaé/odejmowac dowolng liczbe wektoréw oraz wykonywaé te operacje
jednoczesnie lub etapami. Operacje dodawania/odejmowania trzech wektoréw
mozna zapisac ogolnie w nastepujgcy sposob:

A+B+C=[Ay+By+C,, Ay £ B, +Cy, A, B, £ C,]
Wektory w przyktadzie (e) posiadajg po trzy sktadowe. Sg to wektory lezgce
w przestrzeni tréjwymiarowej XYZ. Podstawiajgc dane z zadania otrzymamy:

A-B+C=[6-5+23-1+2,1-2+3]=[3,4,2]

Zadanie 2.2 Dane sg dwa wektory: A = [4, 2], B = [3, 4]. Przedstaw wektory oraz

wykonaj operacje na wektorach metodg graficzng. Wielkosci wektorowe opisano

pogrubiong czcionka.
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Rozwiazanie:

a) Aby narysowa¢ wektor A, nalezy w prostokagtnym kartezjanskim uktadzie

wspotrzednych zaznaczy¢ punkt o wspotrzednych (4, 2). W tym celu na osi
odcietych (0$ x) odszukujemy na podziatce cyfre 4 i rysujemy pionowg 0$
pomocniczg cienkg przerywang linig. Na osi rzednych (0$ y) odszukujemy cyfre
2 irysujemy poziomg 0s pomocniczg cienkg przerywanag linig. Poczgtek wektora
A ma wspoétrzedne (0,0). Jest to poczatek uktadu wspoétrzednych. Punkt
koncowy ma wspotrzedne (4,2). Jest to miejsce przeciecia sie narysowanych
osi pomocniczych. Pomiedzy punktami rysujemy strzatke, tak aby jej grot stykat

sie z punktem koncowym.
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b) Aby narysowaé¢ wektor B, nalezy w prostokatnym kartezjanskim ukfadzie

wspotrzednych zaznaczy¢ punkt o wspotrzednych (3, 4). W tym celu na osi
odcietych (0$ x) odszukujemy na podziatce cyfre 3 i rysujemy pionowg 0$
pomocniczg cienkg przerywang linig. Na osi rzednych (0$ y) odszukujemy cyfre
4 i rysujemy poziomg 0$ pomocniczg cienkg przerywang linig. Poczatek wektora
B ma wspotrzedne (0,0). Jest to poczatek uktadu wspétrzednych. Punkt
koncowy ma wspotrzedne (3,4). Jest to miejsce przeciecia sie narysowanych
osi pomocniczych. Pomiedzy punktami rysujemy strzatke, tak aby jej grot stykat

sie z punktem kohcowym.
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c) Graficzne dodawanie wektoréw polega na wykorzystaniu tzw. metody

rownolegtoboku. Pierwszym etapem jest narysowanie w uktadzie

wspoétrzednych dwoch wektorow, ktére chcemy dodac. Nastepnie do punktu
koncowego wektora A przenosimy strzatke odpowiadajgcg wektorowi B
z zachowaniem jego pierwotnej dtugosci oraz kata nachylenia wzgledem
poziomu. Analogicznie do punktu koncowego wektora B przenosimy strzatke
odpowiadajgcg wektorowi

A. Zamknieta figura tworzy rownolegtobok.

=
o

P N W R DN 0w

4

b

[« ]

'
=
'

=

>
\ 4

10

12

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspotfinansowanego ze Srodkow Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowa nr FERS.01.05-I1P.08-0049/23-00.



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez NcBR |[|'
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

Wektor C powstaty przez dodanie wektoréw A i B rysujemy po przekatnej
réwnolegtoboku wychodzgc z poczatku uktadu wspétrzednych.

d) Wektor przeciwny do wektora pierwotnego to wektor o przeciwnym zwrocie
i takim samym module (dtugosci) i kierunku. Rachunkowo otrzymalibysmy taki

wektor mnozgc sktadowe wektora pierwotnego przez —1.

=
o

A

= N W b 0y 0 W

©
h 4

e) Graficzne odejmowanie wektorow polega na wykorzystaniu tzw. metody

rownolegtoboku. Odejmowanie nalezy traktowa¢ jako dodawanie jednego

wektora do wektora przeciwnego wzgledem drugiego wektora:
A-B=A+(—-B)

Pierwszym etapem jest narysowanie w uktadzie wspotrzednych dwoch
wektordéw, ktére chcemy odejmowaé (dodac). Nastepnie do punktu koncowego
wektora A przenosimy strzatke odpowiadajgcg wektorowi —B z zachowaniem
jest pierwotnej dtugosci oraz kgta nachylenia wzgledem poziomu. Analogicznie
do punktu koncowego wektora —B przenosimy strzatke odpowiadajgcg
wektorowi A. Zamknieta figura tworzy réwnolegtobok. Wektor D powstaty przez
odejmowanie wektorow A i B rysujemy po przekatnej réwnolegtoboku

wychodzgc z poczatku uktadu wspotrzednych.
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Graficzne dodawanie wektoréow polega na wykorzystaniu tzw. metody
rownolegtoboku. Pierwszym etapem jest narysowanie w ukladzie
wspotrzednych dwoch wektorow, ktére chcemy dodac. Graficzne mnozenie
wektora przez liczbe (skalar) n polega na narysowaniu nowego wektora o takim
samym kierunku oraz zwrocie (w przypadku liczby nieujemnej) jak wektor
pierwotny, lecz posiadajgcym inny modut (dtugos¢). W przypadku mnozenia
dlugos¢ nowego wektora ulega n-krotnemu zwigkszeniu. Do punktu koncowego
wektora A przenosimy strzatke odpowiadajgcg wektorowi 2B z zachowaniem
jego dtugosci oraz kata nachylenia wzgledem poziomu. Analogicznie do punktu
koncowego wektora 2B przenosimy strzatke odpowiadajgcg wektorowi A.
Zamknieta figura tworzy réwnolegtobok. Wektor C powstaty przez dodanie
wektoréw A i 2B rysujemy po przekatnej rownolegtoboku wychodzgc z poczatku

uktadu wspétrzednych.
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Zadanie 2.3 Oblicz dtugos¢ opisanych ponizej wektoréw. Wielkosci wektorowe

opisano pogrubiong czcionka.

a) A=[3,4]

b) B = 10i + 5j
c) C=[-2, 4, 6]
d) D = 5i—2k

Rozwiazanie:

a) Aby wyznaczy¢ dtugos¢ wektora na podstawie jego wspotrzednych
(sktadowych), nalezy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa. Twierdzenie to
brzmi: Jesli tréjkat jest prostokatny, to suma kwadratow dlugosci
przyprostokgtnych a oraz b jest rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokagtnej
c. W zadaniu 2.2 zademonstrowano, iz wektor na ptaszczyznie tworzy ze swojg
sktadowg poziomg oraz pionowg trojkat prostokatny. Stosujgc i przeksztatcajgc
réwnanie wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa:

A=x?+y?
Podstawiajgc wartosci sktadowych wektora A jego diugos¢ wynosi:
A=32+42=5

b) Aby wyznaczy¢ dlugos¢ wektora na podstawie jego wspéirzednych

(sktadowych), nalezy skorzystaé z twierdzenia Pitagorasa. Twierdzenie to
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brzmi: Jesli tréjkat jest prostokatny, to suma kwadratow dlugosci
przyprostokgtnych a oraz b jest rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokagtnej
c. W zadaniu 2.2 zademonstrowano, iz wektor na ptaszczyznie tworzy ze swojg
sktadowg poziomg oraz pionowg trojkat prostokatny. Stosujgc i przeksztatcajgc
réwnanie wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa:
B =x%+y?
Wektor B zostat opisany za pomocg wektorow jednostkowych. Wektory
jednostkowe (wersory) i, j, k majg dtugos¢ rowng 1. W zapisie wektoréw stuzg
do przypisania poszczegolnych sktadowych wektora do danej osi ukfadu
wspotrzednych, odpowiednio X, y, z. Podstawiajgc warto$ci sktadowych wektora
B jego dtugo$¢ wynosi:
B =102 + 52 = 5V5

c) Aby wyznaczy¢ dtugos¢ wektora na podstawie jego wspotrzednych
(sktadowych), nalezy skorzysta¢ z twierdzenia Pitagorasa. Twierdzenie to
brzmi: Jesli tréjkat jest prostokatny, to suma kwadratow dlugosci
przyprostokgtnych a oraz b jest rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej
¢. W zadaniu 2.2 oraz 2.3 zademonstrowano, iz wektor na ptaszczyznie tworzy
ze swojg sktadowg poziomg oraz pionowg trojkat prostokgtny. Wektor C jest
wektorem w przestrzeni tréjwymiarowej posiadajgcym 3 sktadowe zawierajgce
sie odpowiednio w osiach x, y, z. Aby wyznaczy¢ dtugos¢ takiego wektora,
twierdzenie Pitagorasa nalezy =zastosowaC dwukrotnie. Pierwszy raz
w ptaszczyznie xy w celu wyznaczenia dtugosci jednej z przyprostokgtnych
trojkata prostego jaki tworzy ze sktadowymi trojwymiarowy wektor. Drugi raz
twierdzenie Pitagorasa stosuje sie w ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny
xy (i rownolegtej do osi z) w celu wyznaczenia dlugosci drugiej przyprostokatne;j.
Ogolny wzér na dtugos¢ wektora w przestrzeni tréjwymiarowej ma zatem
postac:

C= 42

Podstawiajgc wartosci skladowych wektora C jego dtugo$¢ wynosi:

C=+(-2)2+42+62=+56=2V14
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d) Aby wyznaczy¢é dtugo$¢ wektora na podstawie jego wspotrzednych

(sktadowych), nalezy skorzystaé z twierdzenia Pitagorasa. Twierdzenie to
brzmi: Jesli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratéw dlugosci
przyprostokatnych a oraz b jest rbwna kwadratowi dtugosci przeciwprostokagtnej
c. W zadaniu 2.2 oraz 2.3 zademonstrowano, iz wektor na ptaszczyznie tworzy
ze swojg sktadowg poziomg oraz pionowg trojkat prostokatny. Wektor D jest
wektorem w przestrzeni trojwymiarowej posiadajgcym 2 niezerowe sktadowe
zawierajgce sie odpowiednio w osiach x oraz z. Aby wyznaczy¢ dtugos¢ takiego
wektora, twierdzenie Pitagorasa nalezy zastosowaé dwukrotnie. Pierwszy raz
w ptaszczyznie xy w celu wyznaczenia dtugosci jednej z przyprostokgtnych
trojkata prostego jaki tworzy ze sktadowymi trojwymiarowy wektor. Drugi raz
twierdzenie Pitagorasa stosuje sie w ptaszczyznie prostopadtej do ptaszczyzny
xy (i rownolegtej do osi z) w celu wyznaczenia dtugos$ci drugiej przyprostokatne;j.
Ogdlny wzor na dtugos¢ wektora w przestrzeni tréjwymiarowej ma postac:
D=x?+y2+2z?2

Wektor D zostat opisany za pomocg wektoréw jednostkowych. Wektory
jednostkowe (wersory) i, j, k majg dtugosc¢ réwng 1. W zapisie wektoréw stuzg
do przypisania poszczegolnych sktadowych wektora do danej osi ukfadu
wspotrzednych, odpowiednio X, y, z. Podstawiajgc wartosci sktadowych wektora

D jego dtugos¢ wynosi:

D=./(5)2+02+ (-2)2 =29

3. Kinematyka punktu materialnego

Zadanie 3.1 Wyznacz czas (w sekundach) jaki jest potrzebny do przebycia odcinka

drogi s = 120 m przez pojazd, ktory porusza sie z predkoscig v = 108 km/h.

Rozwiazanie:

Aby obliczy¢ czas t potrzebny do przebycia odcinka drogi s = 120 m przez pojazd

poruszajgcy sie z szybkoscig v = 108 km/h, nalezy najpierw przeliczy¢ szybkos$¢ na

jednostki SI (metry na sekunde):
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Nastepnie korzystamy ze wzoru na droge w ruchu jednostajnym:
s=v-t
Przeksztatcamy ten wzér. Aby znalez¢ czas t, dzielimy obie strony réwnania przez v
s=v-t|:v

W ten sposob otrzymujemy wzor:

S
t=—
v
Podstawiamy dane do wzoru na czas t:
s 120m
=== S
v 3ol
S

Odpowiedz: Czas potrzebny do przebycia odcinka s=120 m wynosi 4 sekundy.

Zadanie 3.2 Pojazd pokonat trase w czasie 3 godzin, poruszajgc sie ze srednig
predkoscig 60 km/h. Oblicz, z jakg $rednig predkoscig musiatby pokonaé te samg
trase, aby skroci¢ czas podrozy do 2 godzin i 24 minut.

Rozwigzanie:

Dane z zadania:

Srednia predko$¢ pojazdu vi1 = 60 km/h
Czast1=3h
Czas t2 = 2 h 24 min, ktory musimy wyrazi¢ w godzinach:

24 min
t2=2h+T=2h+O,4h=2,4h

Szukamy $redniej predkosci vz, z jakg pojazd musiatby przejecha¢ te samg trase
w czasie t.
Trasa s jest taka sama w obu przypadkach i mozna jg wyznaczy¢ z réwnania drogi
w ruchu jednostajnym:

s=v't

Aby wyznaczy¢ v2 korzystamy z definicji ruchu jednostajnego:

S 1.71 * tl
‘,]2 = — =
t; ty
Podstawiamy znane wartosci:
km
S vty 60T'3h_75km
S 2,4h h
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Odpowiedz: Pojazd musiatby poruszaé sie ze s$rednig szybkoscig 75 km/h, aby

pokonac trase s w czasie 2 godzin i 24 minut.

Zadanie 3.3 Dwa miasta oddalone sg od siebie o 300 km. Z kazdego z nich
jednoczesnie wyruszajg pociggi w kierunku drugiego miasta. Predkosci pociggow
wynoszg odpowiednio vi1 = 100 km/h oraz v2 = 50 km/h. Oblicz, jakg droge pokona
kazdy z pociggdw do momentu ich spotkania.

Rozwigzanie:

Dane z zadania:

Odlegtos¢ miedzy miastami s=300 km,
Predkos¢ pierwszego pociggu v1=100 km/h,
Predkos¢ drugiego pociggu v2=50 km/h.
Szukamy odlegtosci s1 oraz s2 przebyte przez oba pociggi do momentu spotkania po
czasie t.
Pociagi spotkajg sie w chwili f, a drogi przebyte przez oba pociggi wynosza:
s; = v, * t (droga pierwszego pociggu),
s, = v, - t (droga drugiego pociggu).
W chwili spotkania suma tych drég musi réwnac sie catkowitej odlegtosci miedzy
miastami:
S =51 +5,.
Podstawiamy wyrazenia na s1 oraz s2 do rownania:
S=vt+vy-t
Wytgczamy t przed nawias jako wspdlny czynnik:
s=t-(vy +v,)
Dzielimy obie strony réwnania przez (v, + v,), aby otrzymac czas t, w ktérym spotkajg

sie oba pociggi:
S

t=——
(v1 +v3)

Znajgc czas t mozemy znalezC drogi przebyte przez oba pociggi podstawiajgc

powyzszg zaleznos¢ do wzoréw na s1 0raz sz :
S

Sl :U1
v1+v2
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S

Sy =V

2
v+ v,

Podstawmy wartosci do powyzszych wzoréw:

100 km 300km 100 km 300km 200k
Sl = _ = _ = m
h km km h km
50 km 300km 0 km 300km 100k
Sy = _ = _ = m
h 100kTm + sokTm h 150kTm

Odpowiedz: Do chwili spotkania pierwszy pocigg przebedzie 200 km, a drugi pociag
przebedzie 100 km.

Zadanie 3.4 Wyznacz predkos¢ motorowki w stojgcej wodzie, jesli podczas ptyniecia
z pradem rzeki jej predkos¢ wzgledem brzegu wynosi 6 m/s, a podczas ptyniecia pod
prad 4 m/s. Oblicz réwniez predkosc¢ pradu rzeki.

Rozwiazanie:

Dane z zadania:

Predkos¢ motorowki na wodzie wzgledem brzegu z pradem rzeki vg = 6m/s,
Predkos¢ motoréowki na wodzie wzgledem brzegu pod prad vg = 4 m/s.
Szukamy predkosci motoréwki na stojgcej wodzie vm oraz predkosci prgdu rzeki vw.

Brzeg rzeki

>

v
g
—tm

W przypadku ruchu z prgdem rzeki, predkos¢ wzgledem brzegu jest sumg predkosci
motorowki na stojgcej wodzie i pradu rzeki:

Vg = Vy 1y
W przypadku ruchu pod prad, predkos¢ wzgledem brzegu jest réznicg predkosci
motoréwki na stojgcej wodzie i pradu rzeki:

Vg

=Um— Uy
Z powyzszych zaleznosci dostajemy uktad réwnan z dwiema niewiadomymi.
{Ud = Un + Vw
Vg = Um — Vy
20
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Po dodaniu stronami otrzymujemy:
vg + v, =20y
Dzielimy obie strony przez 2 i otrzymamy wzdér na predko$¢ motorowki na stojgcej

wodzie vm
Vg + vy
2
Teraz vm wystarczy podstawi¢ do ktéregokolwiek rownania wchodzgcego do uktadu,

Um

aby wyznaczy¢ predkosci pradu rzeki vw

'Ud+vg
i

Zvd=vd+vg+2vw|—(vd+vg)

+v,|2

2V — Vg — Yy = 2,
20, =vq — vy |12

Vg — U,
UW——g

2
Podstawiamy wartosci do obu réwnan

m,  m
:vd+vg:6§+4?

—5—
Vm 2 2 s
m m
Lolamy b5ty om
w 2 2 s

Odpowiedz: Predkos¢ motoréwki na stojgcej wodzie wynosi v, = 5?, a predkosc¢

pradu w rzece v,, = 1?

Zadanie 3.5 Oblicz droge przebytg przez ciato w trzeciej sekundzie ruchu, jesli
porusza sie ono z przyspieszeniem a=2 m/s? bez predkosci poczatkowe;.
Rozwigzanie:

Dane z zadania:

Przyspieszeni: a = 2 m/s?,

Predkos¢ poczatkowa vo = 0 m/s.

Interesuje nas droga przebyta w trzeciej sekundzie As.

Droge przebytg przez ciato bez predkosci poczagtkowej w dowolnym czasie t mozna

obliczy¢ ze wzoru:
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1
= — tz
S Za

Droga przebyta w trzeciej sekundzie bedzie réznicg drég przebytych do konca trzech
sekund oraz do konca dwoch sekund
As = 53— 5,

. 1 ’
Gdzie s; = Eat%, zas t; = 3s

1 P
Oraz s, = Eatzz, za$ t, = 2s.

1 1
As =§at§ —Eatz2

Podstawiajgc znane wartosci do wzoru otrzymujemy

As= 2 3s2 2 0™ 967 —9m —4m =5
S = 5 $2 S ) $2 S =Jm m = om
Odpowiedz: W trzeciej sekundzie ruchu ciato przebyto 5 m.

Zadanie 3.6 Oblicz droge przebytg przez ciato w pigtej i szostej sekundzie ruchu
jednostajnie przyspieszonego, jesli jego predko$s¢ po uptywie 3 sekund wynosi
v =4 m/s, a poczagtkowa predkos¢ jest rowna zero.

Rozwiazanie:

Dane z zadania:

Predkos¢ po czasie t=3s: v=4m/s,

Predkos¢ poczgtkowa vo= 0 m/s,

Szukamy drogi przebytej w piatej i széstej sekundzie ruchu As.

W ruchu jednostajnie przyspieszonym predko$¢ korncowa v wyraza sie wzorem:
vV =1vy+at

Poniewaz vo = 0 otrzymujemy v = at. przeksztatcamy ten wzor, aby otrzymac a:

v=at|:t

a=-—
t

Przebyta droga po czasie t4 = 4 s:
Sy = Vot + at?
Przebyta droga na koncu szostej sekundy (=6 s):
Se = Vot + at?
Droga przebyta w piagtej i széstej sekundzie bedzie réznicg przebytych drog ss i s4:
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1
As = Eatg - Eatf
Podstawiamy znaleziony wczesniej wzér na a
1v 1lv
As = —— 2 __ 42
STyl Tt
1v
As = E?(tg — t3)
Na koniec podstawiamy znane wartosci
1v 2 2 1 4? 2 2 2m 2 2 40
As = E?(t() - t4) = §¥ ((65) - (45) ) = §S_2 (365 — 16s ) = ?m = 13,3m

Odpowiedz: Ciato w piagtej i szostej sekundzie ruchu przebyto droge As = 13,3 m.

Zadanie 3.7 Oblicz opdznienie tyzwiarza, ktory z predkoscig poczatkowg vo = 10 m/s
zatrzymat sie po pokonaniu drogi s = 50 m.
Rozwiazanie:

Dane z zadania:

Predkos¢ poczgtkowa vo = 10 m/s,
Predkos¢ koncowa v = 0 m/s (poniewaz tyzwiarz zatrzymuje sie),
Droga s = 50 m.
Szukamy wartosci opOznienia a.
Z kinematyki znamy dwa podstawowe réwnania:
1. Zaleznos¢ predkosci od przyspieszenia:
vV =1vy+at

2. Zaleznosc drogi od czasu:
s = vyt + = at?
072

Najpierw wyznaczamy czas t z pierwszego rownania:
v=vy+at | —v,
v—vy=at |:a
V=1

a
Podstawiamy t do drugiego réwnania:

v—v, 1 w—vn2 v,(v—1vy) alv—uvy)?
s =, 0 ( o) _" o) , 0

a 2 a a 2a?
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Sprowadzamy do wspdlnego mianownika:

<= 2vo(v — vp) + (v = vy)? _ 2vo(v —vp) + (v — 1y)? _ (v —vp)[2v9 + (v — vy)]

2a 2a 2a 2a
_ (v —vo)[2vy + v — ] _ (v —vo) (v + vy)
2a 2a
v -5
5= 2a
Otrzymany wzor przeksztatcamy w ten sposob aby otrzymac a:
v? — v}
=— 2 1.2
s a | - 2a
2sa =v%?—v |:s
v -5
4= 2s
Na koniec podstawiamy znane wartosci do otrzymanego wzoru:
m)?2 m)2 m?
v (0F) —(10F) -1005
25 2-50m ~ 100m ~ s2

Wynik przyspieszenia jest ujemny, poniewaz mamy do czynienia z opdznieniem.

Odpowiedz: Lyzwiarz poruszat sie z opdznieniem a =—1 m/s?.

Zadanie 3.8 Z jakiej wysokosci musi spasc ciato, aby osiggneto predkos¢ 72 km/h tuz
przed uderzeniem o ziemie?
Rozwiazanie:

Dane z zadania:

Predkos¢ koncowa ciata v = 72 km/h,
Przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?,
Szukamy wysokos¢ z jakiej musi spas¢ ciato h.
Rozwigzmy to zadanie z wykorzystaniem zasad swobodnego spadku, gdzie
przyspieszenie ziata wynika z grawitaciji.
W ruchu jednostajnie zmiennym znamy dwa podstawowe rownania:
1. Zaleznosc¢ predkosci od przyspieszenia, tu od przyspieszenia ziemskiego g:
vV=v9+gt

2. Zaleznos¢ drogi (w tym przypadku wysokosci) od czasu:
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h = vyt + L t?
= Vo ) )
Ze wzgledu na to, ze w swobodnym spadku predkos¢ poczagtkowa vo = 0 to
otrzymujemy:
v =gt
1
— _ qt2
h zgt
Pierwsze réwnanie przeksztatcamy w ten sposob, aby otrzymac wzor na czas t:
v=gt|g
v
t=—
g
Kolejnym krokiem jest podstawienie t do wzoru na wysokosc h:
1 (v 1 v? v?

2
v=295) 3955
Zanim podstawimy znane wartosci do wzoru uzgodnijmy jednostki. Wyrazmy predkos¢
koncowg v w m/s:
[v] = 70k—m= 70-%= 20E
h 3600s S
Teraz podstawiamy znane wartosci do otrzymanego wzoru na wysokosc h:

v (20%)2 ) 4002“—22

_29_2-9,81592_2-9,815%

= 20,39m

Odpowiedz: Ciato musiatoby spas¢ z wysokosci okoto 20,39 m, aby osiggnac¢ predkos$é
72 km/h.

Zadanie 3.9 Oblicz predkos¢ koncowg ciata poruszajgcego sie ruchem jednostajnie
przyspieszonym, jesli w czasie t = 10 s pokonato droge s = 100 m.
Rozwiazanie:

Dane z zadania:

Czas trwania ruchu t =10 s,

Droga jakg pokonato ciato s = 100 m,

Predkos¢ poczatkowa vo= 0 m/s.

Szukamy predkosci koncowej v.

Droga s w ruchu jednostajnie przyspieszonym, gdy predkos¢ poczatkowa jest réwna
25

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
BY

Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspotfinansowanego ze Srodkow Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowa nr FERS.01.05-I1P.08-0049/23-00.



E Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR |I|'

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

Zero wyraza sie wzorem:

s = Eat2
gdzie a to przyspieszenie. Przeksztatcamy wzér, aby znalez¢ a:
s= %at2 |- 2
2s = at? |:t?
2s
“cr

Predkos¢ koncowa v w ruchu jednostajnie przyspieszonym wyraza sie wzorem:
v=v,+at
Poniewaz vo = 0 otrzymujemy:
v=at
Podstawiajgc a do tego wzoru otrzymamy:

2S 28

vV=—"t=—
t2 t

Na koniec podstawiamy znane wartosci:

_25_2-100m_20m
v_t_ 10s S

Odpowiedz: Predkosc¢ konncowa ciata wynosi 20 m/s.

Zadanie 3.10 Pitka zostata rzucona poziomo z dachu budynku o wysokosci h = 20 m
z predkoscig poczatkowg wvo = 12m/s. Przyjmujgc przyspieszenie grawitacyjne
g = 9,81 m/s?, wyznacz czas lotu pitki do momentu uderzenia w ziemie, odlegtosé od
podstawy budynku, w ktorej pitka upadnie na ziemie oraz kat, pod jakim pitka uderzy
w ziemie wzgledem poziomu.

Rozwiazanie:

Dane z zadania:

Wysokos¢ budynku h =20 m,

Predkos¢ poczgtkowa w poziomie vo= 12 m/s,

Przyspieszenie grawitacyjne g = 9,81 m/s2.

Czas lotu pitki t wyznaczymy z réwnania drogi w ruchu jednostajnie przyspieszonym

Z przyspieszeniem g, ktéry powoduje spadek pitki w doét:
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h—1 t2 -2
=39 I
2h=gt? |: g
2h

—=t2 |V
g

_|2n
g

Podstawmy wartosci do wzoru:

2

2-20m 40m S
= 4,08ma =2,02s

t = = =
m m
9817 [9815

Zasieg W rzucie pionowym wyznaczymy z rownania drogi w ruchu jednostajnym
z predkoscig vo, ktory powoduje ruch pitki poziomo:
Z = vOt

Do tego réwnania podstawmy wzor na czas t wyznaczony wczesniej:

s2 m
408m—=12—-2,02s = 24,24m
m s

W momencie uderzenia w ziemie pitka osigga predkosé¢ koncowg v, ktéra ma dwie

sktadowe: poziomg v, = v, oraz pionowa v, = gt, co pokazano na rysunku.

Vo

h
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W celu wyznaczenia kata pod jakim pitka uderzy w ziemie wzgledem poziomu

skorzystamy z funkcji trygonometrycznej tga:

v
tga =<
X
gt
tga = —
ga e
Zh [ 2R
wa= NI N g _J2gh
Vo Vo Vo

Podstawmy dane z zadania:

: m, m? m

[_Zgh - \/2 9,81 2 20m ~ \/392‘4 Z 19,81?
Vg 121 12 12
S S S

tga = = 1,65

Aby poznac¢ warto$¢ kata o nalezy w tablicach trygonometrycznych sprawdzi¢ dla
jakiego kata jego tangens wynosi 1,65.

a =~ 58°
Odpowiedz: Pitka uderzy w ziemie po czasie t = 2,02 s w odlegtosci Z = 24,24 m, pod

katem a=58° wzgledem poziomu.

Zadanie 3.11 Pitka zostata kopnieta pod katem a = 45° z predkoscig poczatkowg
vo = 20 m/s. Przyjmujac przyspieszenie grawitacyjne g = 9,81 m/s?, oblicz czas lotu
pitki do momentu uderzenia w podtoze, maksymalng wysokosc¢, na jakg wzniesie sie
pitka, zasieg rzutu pitki oraz wartos¢ predkos$ci z jakg pitka uderzy o podtoze.

Rozwiazanie:
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Na rzut ukosny sktadajg sie dwa niezalezne ruchy, co pokazano na rysunku powyzej:
1. ruch jednostajny w poziomie z predkoscig vox,
2. ruch jednostajnie zmienny w pionie z predkoscig vy.
Predkos¢ poczatkowg vo rozktadamy na sktadowe vox oraz voy wyznaczamy z funkcji
trygonometrycznej kata o
Vox = Vo COS
Voy = Vg Sina
Czas wznoszenia tw obliczamy z réwnania ruchu jednostajnie opéznionego w pionie,
z predkoscig poczatkowag voy :
vy = Vgy — gty | + gty
vy, + gty =voy | — v
gtw =Voy —Vy |1 g
Voy — Uy
g
Poniewaz predkosc¢ pionowa osigga na szczycie toru wartos¢ vy = 0 otrzymujemy:

tw

_ Yoy
Yoy
Zas catkowity czas lotu f jest dwukrotnoscig czasu wznoszenia tw, oraz vy, = v, sina
Voy 5 Vo Sina
g g
Podstawmy wartosci do wyprowadzonego wzoru:

vosing 200 -sinase 20232 g0z 1
t=2——=2"—"—J =12 m - m ~ 2,88s
g 9,81 9815 9813

Maksymalng wysoko$¢ osiggamy po czasie tw, gdy predkos¢ pionowa vy = 0.
Wysokos¢ te obliczamy, korzystajgc z rdéwnania drogi w ruchu jednostajnie
opoznionym w pionie z predkoscig poczatkowa voy:

1
2
Podstawmy wzor na czas wznoszenia tw wyprowadzony wczesnie;j:

_ 2
h= Voytw gty

Voy 1 (Voy\* V6, 1 v§, w5, 1vg, 1vg,
200 ey
Wiedzac, ze vy, = vy sina:
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B lvgy _ (vgsina)?  visin®a
2.9 29 29
Podstawiamy znane wartosci podane w zadaniu:

m)? 400m_2_ ﬂ ’ m? 2 m?2
vgsin? a (20 ;) - sin® 45° sz \ 2 400—-7 200
g 2 9,815—2 19,625—2 19,625—2 19,623—2

Zasieg rzutu to odlegtos¢ pozioma, jakg ciato przebywa podczas catego lotu. Poniewaz
ruch w poziomie jest jednostajny, zasieg obliczamy z rownania drogi jako iloczyn
predkosci poziomej v,,, i czasu catkowitego lotu t.

Z = gyt
Podstawmy do tego wzoru znaleziong wczesniej z funkcji trygonometrycznej

zaleznosc vy, oraz wzér na catkowity czas lotu:

Vo Sina v

Z =vjcosa2———= 2-2sinacosa
Podstawmy znane wartosci do wzoru:
2 2 2
V2 (20%) 400‘“—2-@-@ 2002
Z =2—sinacosa = 2 ——;sin45°cos45° = 2 - S m =2 Sm

= 40,77 m

Predkos¢ koncowa vk z jakg pitka uderza w podtoze po czasie t to wypadkowa dwoch
skfadowych:

1. poziomej vkx, ktora jest stata vy, = vy,

2. pionowej vky, ktorg okreslamy rownaniem predkosci ruchu jednostajnie

opbézZnionego: vy, = vy, — gt
Catkowitg predkos¢ koncowg vk wyznaczamy z twierdzenia Pitagorasa:
Vip = Uiy + Viey

Roéwnanie pierwiastkujemy stronami:

— ’ 2 2

Podstawiamy znalezione wczesniej wzory na v, oraz vy,,:

vy = \/(vo cos a)? + (vg, — gt)2
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Teraz podstawiamy v,,, oraz f.

21, sin a)z

v = |(vycosa)? + (vo sina—g 7

Uporzadkujmy to rownanie:

v = ng cos? a + (vy sina — 2v, sina)? = ng cos? a + (—v, sin a)?

= ng cos? a + v sin?a = \/vé(cosz a + sin? ) = vyy/cos? a + sin a

Podstawmy warto$ci podane w zadaniu:

m m [(V2 V2
Vi = vgy/cos? a + sin2 @ = 20?\/c052 45° 4 sin%2 45° = 20? <—> + <7>

m (2 2 m m
=20— [=+-=20—+1=20—
s.4 4 S S

Odpowiedz: Czas lotu pitki do momentu uderzenia w podtoze wynosi t ~ 2,88 s,
maksymalna wysokos¢, na jakg wzniesie sie pitka wynosi h = 10,19 m, zasieg rzutu
pitki to Z = 40,77 m, a wartos¢ predkosci z jakg pitka uderzy o podtoze wynosi vk = 20

m/s.

4. Dynamika punktu materialnego

Zadanie 4.1 Na ciato o masie m = 5 kg dziata stata sita F = 20 N pod katem a = 30°
wzgledem poziomu. Sytuacje przedstawia ponizszy rysunek. Oblicz przyspieszenie
ciata:

a) bez uwzglednienia sity tarcia

b) po uwzglednieniu sity tarcia. Przyjmij wspétczynnik tarcia kinetycznego

(dynamicznego) miedzy ciatem a podtozem u = 0,2.
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Rozwiazanie:

a) Pierwszym etapem rozwigzywania zadan z dynamiki jest zazwyczaj wykonanie
doktadnego (w miare mozliwosci) rysunku, ktory przedstawia wszystkie sity
dziatajgce na dane ciato. Aby uprosi¢ rysunek, pierwotny ksztatt ciata
przedstawia sie jako punkt o masie m. Sita jest wielkoscig wektorowa.
W odréznieniu od wielkosci skalarnych, wielkosci wektorowe do ich petnego
opisu potrzebujg ukfadu odniesienia. Ciato w zadaniu porusza sie w poziomie
w prawg strone. Rozsadnie jest zatem przyjg¢ dodatni zwrot osi x skierowany

w prawo, a dodatni zwrot osi y skierowany do gory.

Poniewaz sita F skierowana jest pod pewnym kgtem wzgledem poziomu, nalezy
ten wektor roztozy¢ na sktadowe zawierajgce sie w osiach x oraz y przyjetego
uktadu odniesienia. Rysujgc poszczegolne strzatki odpowiadajgce wektorom
poszczegolnych sit trzeba pamiec¢ o uwzglednieniu ich odpowiedniej dtugosci —
wartosci sity. Gdy ciato znajduje sie w spoczynku na poziomej powierzchni, z |
zasady dynamiki Newtona wiadomo, ze sita grawitacji F, i sita reakcji podtoza n
rbwnowazg sie. W przypadku opisanym w zadaniu sita F posiada sktadowg
dziatajgcg na ciato pionowo do gory. Poniewaz ciato przemieszcza sie jedynie
w poziomie, sity dziatajgce wzdtuz osi y muszg sie rownowazy¢ (I zasada
dynamiki Newtona). W zwigzku z tym, sktadowa F, powoduje zmniejszenie
warto$ci sity reakcji podtoza n, ale sumarycznie obydwie te sity majg warto$¢

réwng wartosci sity grawitacji F4. Fakt ten odzwierciedla odpowiednio przyjeta
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dtugos¢ strzatek na rysunku. Wzdtuz osi x dziata jedynie sktadowa pozioma sity
F o statej wartosci, co powoduje ruch rozpatrywanego ciata w prawg strone ze
statym przyspieszeniem (ll zasada dynamiki Newtona).
Kolejnym etapem rozwigzania zadania jest zapisanie rownan bilansu sit dziatajgcych
wzdtuz poszczegdlnych osi przyjetego ukfadu odniesienia. Z Il zasady dynamiki

Newtona mozemy zapisaé, ze wypadkowa sita 2F dziatajgca na ciato wzdtuz osi x ma

ZFx=Fx=m-a

Poniewaz warto$¢ sktadowej Fx nie jest znana, nalezy jg opisaé za pomocg innych

wartosc:

znanych wielkosci: sity F oraz kata a. Wektor F tworzy na rysunku ze swoimi
skladowymi tréjkgt prostokgtny. Po  wykorzystaniu odpowiedniej funkciji
trygonometrycznej, sktadowa F to:
F. =F - cosa
Podstawiajgc drugie rownanie do pierwszego otrzymujemy:
F:-cosa =m-a
Po wykonaniu przeksztatcenia réwnania:

F - cosa
a=——
m

Podstawiajgc odpowiednie wartosci z tresci zadania otrzymujemy:
a=20N-60530°=346m
5kg T 52
b) W tym przypadku na ciato dziata dodatkowo sita tarcia kinetycznego T. Sita
tarcia skierowana jest rownolegle do powierzchni, po ktorej porusza sie ciato,
a zwrot tego wektora jest przeciwny do zwrotu wektora predkosci ciata (jezeli
ciato przemieszcza sie w prawg strone to sita tarcia dziata w lewo). Rysujgc
strzatke odpowiadajgcg wektorowi T nalezy pamieta¢ o uwzglednieniu jej
odpowiedniej dtugosci — wartosci sity. Zgodnie z Il zasadg dynamiki Newtona
ciato posiada przyspieszenie, gdy dziata na nie wypadkowa sita. W zadaniu
ciato przyspiesza wzdtuz osi x, zatem sita Fx musi by¢ wieksza od sity tarcia T.

Fakt ten odzwierciedla odpowiednio przyjeta dtugosc¢ strzatek na rysunku.
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Kolejnym etapem rozwigzania zadania jest zapisanie réwnan bilansu sit
dziatajgcych wzdluz poszczegdlinych osi przyjetego uktadu odniesienia. Sity,
jako wielkosci wektorowe, zapisujemy w rownaniach z odpowiednim znakiem.
Jezeli zwrot danego wektora jest zgodny z dodatnim zwrotem przyjetego uktadu
odniesienia zapisujemy te wielko$¢ ze znakiem ,+”. Jezeli zwrot jest przeciwny,
wielkos¢ zapisujemy ze znakiem ,—". Z Il zasady dynamiki Newtona mozemy

zapisac, ze wypadkowa sita ZF dziatajgca na ciato wzdtuz osi x ma wartosc:

ZszFx—sz-a

Poniewaz wartos¢ sktadowej Fx nie jest znana, nalezy jg opisa¢ za pomocg
innych znanych wielkosci: sity F oraz kata a. Wektor F tworzy na rysunku ze
swoimi skladowymi trojkat prostokatny. Po wykorzystaniu odpowiedniej funkciji
trygonometrycznej, sktadowa Fy to:
F, = F - cosa
Warto$¢ sity tarcia kinetycznego wyraza sie wzorem:
T=u-n

Wypadkowa sita 2F dziatajgca na ciato wzdtuz osi y ma wartos¢:

ZFy =n+F —-F =0
Poniewaz wartos¢ sktadowej F, nie jest znana, nalezy jg opisaC za pomocg

innych znanych wielkosci: sity F oraz kata a. Wektor F tworzy na rysunku ze
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swoimi skladowymi trojkat prostokgtny. Po wykorzystaniu odpowiedniej funkciji
trygonometrycznej, sktadowa F to:
E, = F - sina
Wartosc sity grawitacji wyraza sie wzorem:
Fy=m-g
Otrzymujemy nastepujgcy uktad rownan:

F-cosa —T=m-a
n+F-sina—m-g=0
T=un

Wyznaczajgc n z drugiego réwnania i wstawiajgc je do trzeciego otrzymujemy:

{ F-cosa—T=m-a
T=u-(m-g—F-sina)

Nastepnie wstawiamy drugie rownanie do pierwszego:

F-cosa —u-(m-g—F-sina)=m-a
Aby wyznaczyC przyspieszenie, obie strony rownania nalezy podzieli¢ przez
mase m:

F-cosa —u-(m-g—F -sina)
a =

m
Podstawiajgc odpowiednie wartosci z tresci zadania otrzymujemy:

20 N - c0s30° — 0,2 - (5 kg~ 9,817 — 20 N - 5in30°) m

= =19—
4 5kg 52

Zgodnie z oczekiwaniami ciato posiada mniejsze przyspieszenie w przypadku

wystepowania sity tarcia.

Zadanie 4.2 Dwa ciata zawieszone sg na kotowrotku na niewazkiej i nierozciggliwej
linie. Ciata posiadajg mase ms = 5 kg oraz m2> = 2 kg. W chwili poczgtkowej ciata
znajdujg sie na tej samej wysokosci jak pokazano na rysunku ponizej. Oblicz:

a) przyspieszenie ciat a

b) site naciggu liny N
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Rozwiazanie:

a) Pierwszym etapem rozwigzywania zadan z dynamiki jest zazwyczaj wykonanie
doktadnego (w miare mozliwosci) rysunku, kitory przedstawia wszystkie sity
dziatajgce na dane ciato. Aby uprosi¢ rysunek, pierwotny ksztatt ciata
przedstawia sie jako punkt o masie m. Sita jest wielkoscig wektorowa.
W odrdéznieniu od wielkosci skalarnych, wielkosci wektorowe do ich petnego
opisu potrzebujg ukfadu odniesienia. Ciata w zadaniu poruszajg sie wytgcznie
w pionie: jedno ciato w dot, drugie w gére. W takiej sytuacji nalezy przyja¢ dwa
osobne uktady odniesienia, w ktorych dodatni zwrot osi y skierowany jest
zgodnie z ruchem danego ciata.

Rysujgc poszczegodlne strzatki odpowiadajgce wektorom poszczegdlnych sit
trzeba pamie¢ o uwzglednieniu ich odpowiedniej dtugosci — wartosci sity. Na
kazde ciato dziata sita grawitacji F4 skierowana pionowo w dét. Wartos¢ sity
grawitacji zalezy od masy ciata, na ktére ta sita oddziatuje. Zatem wartosc¢ sity
grawitacji dziatajgcej na pierwsze ciato bedzie wicksza. Fakt ten odzwierciedla
odpowiednio przyjeta dtugosc strzatek na rysunku. Aby Izejsze ciato mogto sie
przemieszcza¢ do gory musi wystepowac jednak jeszcze inna sita, ktérej
wartos¢ bedzie wieksza od wartosci Fg2. Ta sita to sita naciggu liny N — sita
z jakg ciato pierwsze ciggnie za sobg dziato drugie i na odwro6t. Sita naciggu liny
ma takg samg wartos¢ dla obydwu cial. Kluczowa jest tu informacja
0 niewazkosci (miny = 0) i nierozciggliwosci (sztywnosci) liny. Nalezy wyobrazié¢
sobie line sktadajgcg sie z wielu réwnych czeéci. W trakcie ruchu ciat
potgczonych ling zaden z elementéw liny nie zmienia swojego potozenia

(odlegtosci) wzgledem jednego lub drugiego ciata — lina jest sztywna. Zapisujgc
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bilans sit dla jednego z elementéw i stosujgc | zasade dynamiki Newtona

przekonamy sie, ze:
ZF=N1_N2=0_)N1=N2

Zatem niewazka i nierozciggliwa lina jest jedynie nosnikiem sity. Potgczone ciata
oddziatujg ze sobg zgodnie z lll zasadg dynamiki Newtona sitg o takiej samej
wartosci, lecz o przeciwnym zwrocie.

Ostatnim czynnikiem wplywajgcym na dtugos$¢ rysowanych strzatek dla sity
naciggu N jest pionowy ruch pierwszego ciata w dét zwigzany z wystepowaniem
wypadkowej sity (Il zasada dynamiki Newtona). Aby taka sita wystepowata,
wartos¢ sity naciggu N musi by¢ mniejsza od warto$ci sity grawitacji Fgs. Fakt

ten réwniez uwzgledniono na sporzgdzonym rysunku.

Fo1

Kolejnym etapem rozwigzania zadania jest zapisanie réwnan bilansu sit
dziatajgcych wzdluz poszczegdlinych osi przyjetego uktadu odniesienia. Sity,
jako wielkosci wektorowe, zapisujemy w rownaniach z odpowiednim znakiem.
Jezeli zwrot danego wektora jest zgodny z dodatnim zwrotem przyjetego uktadu
odniesienia zapisujemy te wielko$¢ ze znakiem ,+”. Jezeli zwrot jest przeciwny,
wielkos¢ zapisujemy ze znakiem ,—". Z Il zasady dynamiki Newtona mozemy
zapisac, ze wypadkowa sita 2F dziatajgca na pierwsze ciato wzdtuz osi y ma

wartosc:

ZFy=Fg1—N1=m1'a1
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Dla drugiego ciata réwnanie to ma postac:

ZFy =N, —Fg, =my-a,
Poniewaz ciata potaczone sg sztywng ling, poruszajg sie z jednakowym
przyspieszeniem. Stgd a; = a» = a. Dodatkowo N1 = N> = N. Otrzymujemy
nastepujgcy uktad rownan:
{Fgl —N=m;-a
N—-Fp=my-a
Wartosc sity grawitacji wyraza sie wzorem:
Fy=m-g
Nowy uktad réwnan przyjmuje postac:
{ml-g—szl-a
N—my-g=my-a

Dodajgc réwnania stronami otrzymujemy:
m-g—my-g=mp-a+m,-a
Po uporzgdkowaniu rownania:
g(my —my) = a(my + my)
Aby wyznaczyC€ przyspieszenie, obie strony rownania nalezy podzieli¢ przez

sume mas:
mq — m2>

a= o —

9 (o

Podstawiajgc odpowiednie wartosci z treSci zadania otrzymujemy:

— 9812 (5_2)—42m
a=292 552/~ 2

Site naciggu liny N wyznaczamy z jednego z réwnan z podpunktu (a):
N—my,-g=my-a

Po przeksztatceniu réwnania:

m
N=m;-(a+g)=2kg (42+981)5=28N

Zadanie 4.3 tucznik o masie M = 100 kg znajdujacy sie na idealnie gtadkiej tafli lodu

wystrzelit poziomo strzate o masie m = 0,4 kg z predkoscia vs = 50 m/s.

Z jaka predkoscig bedzie poruszat sie tucznik po oddaniu strzatu? Wielkosci

wektorowe oznaczono pogrubiong czcionka.
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Rozwiazanie:
tucznik oraz strzata tworzg uktad izolowany (brak sit zewnetrznych oddziatujgcych na
uktad). W takim uktadzie zasada zachowania pedu jest spetniona. Zasade te mozna
wyrazi¢ w nastepujgcy sposob:

Ap=20
Catkowity ped w uktadzie izolowanym jest staty (zmiana pedu uktadu jest zerowa).
Aby rozwigza¢ zadanie nalezy zdefiniowa¢ ped poczgtkowy oraz koncowy ciat
w uktadzie. Zgodnie z zasadg zachowania pedu, wartos¢ pedu poczatkowego (p)
ukfadu rowna sie wartosci pedu koncowego (k):

Pp = Pk
Jedoczesnie nalezy pamietac o tym, ze ped jest wielkoscig wektorowg wyrazang jako
iloczyn masy oraz predkosci:

p=m-v
W odrdéznieniu od wielkosci skalarnych, wielkosci wektorowe do ich petnego opisu
potrzebujg ukfadu odniesienia. Zwrot wektora pedu ma znaczenie i wielkosc¢ te
zapisujemy w rownaniach z odpowiednim znakiem. Jezeli zwrot danego wektora jest
zgodny z dodatnim zwrotem przyjetego uktadu odniesienia zapisujemy jego wartos¢

(dtugos€) ze znakiem ,+”. Jezeli zwrot jest przeciwny, wartos¢ zapisujemy ze znakiem

W zadaniu obydwa ciata posiadajg ped poczatkowy rowny 0. W chwili oddania strzatu
przez tucznika ped koncowy uktadu mozemy zatem zapisac jako sume wektoréw pedu
dwach ciat:

prtPs=0
Po przeksztatceniu rownania:

M-vy+m-vg=0

Predkos¢ tucznika po oddaniu strzaty wyznaczymy z rownania:

m
Vpo="7/"Ys
Po podstawianiu odpowiednich wartosci z zadania:
0,4 m
Vv ="T00" 50? -0,2 —

Po oddaniu strzatu tucznik bedzie sie przemieszczat po gtadkim lodzie z predkoscig

-0,2 m/s, tj. w przeciwng strone do wektora predkosci lecgcej strzaty.
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Zadanie 4.4 Podczas testu zderzeniowego samochdd o masie m = 1,4 t uderza
w przeszkode jak pokazano na rysunku. Predkos¢ poczagtkowa i korncowa samochodu
wynosi odpowiednio vp = 15i m/s oraz vk = —2,6i m/s. Jezeli czas kontaktu samochodu
z przeszkodg wynosi t = 0,2 s, znajdz warto$¢ popedu sity |/ oraz srednig site F

oddziatujgcg na samochdd. Wielkosci wektorowe oznaczono pogrubiong czcionka.

+X +X
—p —Pp

Rozwiazanie:
Samochdd w zadaniu znajduje sie w ukfadzie nieizolowanym (oddziatuje na niego
zewnetrzna sita ). W takim przypadku mozna wyznaczy¢ impuls | (poped sity F). Poped
wyraza wptyw zewnetrznej sity dziatajgcej przez okreslony czas na ciato, ktéra
powoduje zmianeg jego pedu:
Ap =1

Jedoczesnie nalezy pamieta¢ o tym, ze ped i poped sg wielkosciami wektorowymi.
Ped wyraza sie jako iloczyn masy oraz predkosci:

p=m-v
W odrdoznieniu od wielkosci skalarnych, wielkosci wektorowe do ich petnego opisu
potrzebujg uktadu odniesienia. Zwrot wektora pedu ma znaczenie i wielkos¢ te
zapisujemy w réwnaniach z odpowiednim znakiem. Jezeli zwrot danego wektora jest
zgodny z dodatnim zwrotem przyjetego uktadu odniesienia zapisujemy jego wartosé

(dtugos¢) ze znakiem ,+”. Jezeli zwrot jest przeciwny, wartos¢ zapisujemy ze znakiem

Rozwigzanie zadania nalezy rozpoczgé od sprowadzenia wszystkich jednostek do
jednostek podstawowych uktadu Sl.

1 000 kg

14t= 1,4-t-<
1t

) = 1400 kg
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Kolejnym etapem jest zapisanie rownania na zmiane pedu uktadu:
I=A0p=p—py,=m (v —vp)

Podstawiajgc odpowiednie warto$ci z zadania otrzymujemy:
m m
I =1400kg - (—2,6 — 15); = —24640kg- 5

Na podstawie wczesniejszej definicji, poped sity mozna rowniez zdefiniowac jako
iloczyn Sredniej wypadkowej sity dziatajgcej na ciato oraz czasu dziatania tej sity:
I=F-t

Powyzsze réwnanie nalezy przeksztatcic, aby wyznaczy¢ wartosc sity F:

I
F=-
t
Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy:
—24640 kg - 2
F = 075 S = —123200N = —123,2kN

Zadanie 4.5 Oblicz prace wykonang przez site F = 5N, dziatajgcg rownolegle do
poziomego toru, po ktérym ciato o masie m = 10 kg przesuwa sie bez tarcia w czasie
t=5s.
Rozwiazanie:
Aby obliczy¢ prace wykonang przez site F = 5 N dziatajgcg rownolegle do poziomego
toru, po ktérym ciato porusza sie bez tarcia, potrzebujemy drogi s, ktérg przebywa
ciatlo w czasie t = 5s.
Prace W obliczamy ze wzoru:

W=F-s

Na ciato dziata sita F, wiec zgodnie z || zasadg dynamiki Newtona:

a=—

m
Droge jako pokonato to ciato w czasie t znajdziemy z réwnania drogi w ruchu
jednostajnie przyspieszonym:
1 1F
— 42 = __ 42
s=3 at > t

Teraz znaleziony wzér na droge s wstawiamy do pierwszej zaleznosci:

W= F 1Ft2—1F2t2
N 2m 2 m
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Podstawmy warto$ci podane w zadaniu:

_1F?*t* 1(5N)?(5s)> 25N?-25s® 625N?s? 3125 N2s?
2 m 2 10kg =~ 20kg = 20 kg 77 kg
Uzgodnijmy jednostki:

m m
NZSZ_kg-S—Z-kg-S—Z-SZ m

(W] = kg kg =S—2-kg-m=N-m=]
Zapiszmy wynik koncowy z uzgodniong jednostka:
W =31,25]

Odpowiedz: Sita F = 5N wykona prace W = 31,25 J, przesuwajgc ciato w czasie t=5s

na odcinku s = 6,25 m.

Zadanie 4.6 Oblicz prace potrzebng do przesuniecia ciata o masie m = 10 kg ze statg
predkoscig na odlegtos¢ s = 20 m, jesli wspdtczynnik tarcia miedzy ciatem a podtozem
wynosi f=0,2.

Rozwiazanie:

=~

Aby przesuwac ciato ze statg predkoscig, to zgodnie z | zasadg dynamiki Newtona
musimy dziatac sitg rowng sile tarcia.

F=T
Gdzie sita tarcia T wynosi:

T=fQ
Zas$ Q jest to sita nacisku na podtoze, ktéra dla poziomego toru jest réwna sile
ciezko$ci:

Q=mg
Praca jakg musimy wykonac jest rowna:

W =Fs
Podstawmy odpowiednie zaleznosci do tego wzoru:

W =Ts=fQs = fmgs

Na koniec wystarczy podstawi¢ znane wartosci z zadania i uzgodnic jednostki:
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m m
W = fmgs = 0,2+ 10kg - 9,81 - 20m = 3924 - kg~ m = 392,4N - m = 392,4]

Odpowiedz: Aby przesung¢ ciato na odlegto$¢ 20 m ze statg predkoscia, nalezy

wykonac prace rowng 3924 J

Zadanie 4.7 Oblicz site ciggu silnika samochodu o mocy P = 30 kW, poruszajgcego
sie ze statg predkoscig v = 72 km/h.

Rozwiazanie:

Moc jest wielkoscig fizyczna, ktéra moéwi nam jak szybko jest (lub moze by¢) wykonana

pewna praca zgodnie ze wzorem

w
P=—
t
A poniewaz praca to :
W =Fs
W zwigzku z tym otrzymujemy:
Fs S
P=—=F-=Fv
t t
Przeksztatcmy ten wzér aby otrzymac site ciggu silnika F:
P=Fv |v
P
F=—
v

Przed podstawieniem warto$ci z zadania przeliczmy jednostke predkosci na m/s:
km 1000m  m

1= 7257 = 7255005 = 205
Teraz podstawmy dane z zadania do wzoru na site ciggu silnika:
P 30kW 30000W Nm s
F=—= = m— = 1500—— = 1500N
s m

v 20% 20%

Odpowiedz: Sita ciggu silnika wynosi F = 1500 N.

Zadanie 4.8 Wykorzystujgc zasade zachowania energii, oblicz maksymalng
wysokos¢, na jakg wzniesie sie ciato rzucone pionowo w goére z predkoscig v =10 m/s.
Rozwiazanie:

W momencie rzutu ciato posiada tylko energie kinetyczna:
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B = ~mv?
k—zmv

Gdy ciato znajduje sie na maksymalnej wysokosci posiada tylko energie potencjalna:
E, = mgh

Catkowita energia mechaniczna na poczatku ruchu (energia kinetyczna) zamienia sie

w catoéci na energie potencjalng na maksymalnej wysokosci. Zgodnie z zasadg

zachowania energii:

Przyréwnajmy oba wzory stronami:
1 2
S Myt = mgh

Przeksztattmy to rownanie aby otrzymacC wzor na maksymalng wysokos¢ na jakg

wzniesie sie ciato:

Emv2 =mgh |2
mv? = 2mgh |:2mg

vZ

h=—
2g

Teraz wystarczy podstawi¢ warto$ci podane w zadaniu:

m 2
o (105) 100 mist
29 2-9,81522 19,62 s? m

=51m

Odpowiedz: Ciato wzniesie sie na wysokos¢ 5,1 m.

5. Drgania

Zadanie 5.1 Sprezyna po obcigzeniu masg 250 kg wydtuzyta sie o0 10 cm? lle wynosi
wspotczynnik sprezystosci sprezyny, oraz okres drgan uktadu? Przyspieszenie
ziemskie g = 10 m/s?.
Rozwigzanie:
Sita sprezystosci wyraza sie wzorem:

F=kx,
gdzie:
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k — wspotczynnik sprezystosci,
X — wychylenie z potozenia rownowagi.

W naszym przypadku sita jest rowna ciezarowi ciata:

F=mg
Zatem
mg=kx
m
' 250kg - 10—
k="08 s DN _ 55000
X 10cm 0,1m m

Okres drgan harmonicznych wyraza sie wzorem:

{ 2
T:272'\/E:27z' &kg]\[:zﬂ Lk;gmzz_” M:O,@s
m

2
S

m

Zadanie 5.2 Ciato drga ruchem harmonicznym prostym. Wyznaczy¢ a) predkos¢, b)
przyspieszenie, c) energie kinetyczng i d) energie potencjalng ciata w chwili gdy
wychylenie jest rowne potowie amplitudy. Dane sg: amplituda A, czestosS¢ w,
wspotczynnik sprezystosci k.

Rozwiazanie:

a) W drganiach harmonicznych wychylenie z potozenia rownowagi x opisane jest

rownaniem:
x =Asin(ot + @)

Z tresci zadania wynika:
x=A/2

Prawe strony obu rownan sg sobie réwne, wiec:
A -sin(wt + @) =§
. 1
sin(wt + @) = )

Zatem w chwili gdy wychylenie z potozenia réwnowagi rowne jest potowie
amplitudy, faza drgan wynosi:

(0t + ) =30° = %[rad]
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Wartosc¢ te wykorzystamy przy wyznaczaniu pozostatych parametréw ruchu.
Predkos¢ w drganiach harmonicznych opisana jest rownaniem:

v =Awcos(at + ¢)=Vmax COS(wt + @)
Podstawiajgc wartosc¢ fazy drgan otrzymujemy:

y=Awcos™ = Aw \/_ \/_ Vax
6 2 2
b) Przyspieszenie w drganiach harmonicznych opisane jest rownaniem:
a=Aa’sin(wt + @) =amax’ sin(wt + )
Poniewaz sin(wt + @), wiec otrzymujemy:
a=Aw’1/2 =amax /2

c) Energie kinetyczng obliczamy z klasycznego wzoru podstawiajgc obliczone

wyrazenie na predkosé

2
m- Aa)ﬁ
_m-vz_ 2 mAza) 3 3

E, = = -mA’ @’
2 2 2 4 8

Nie znamy wartosci masy, wiec wyznaczymy jg ze wzoru na czestos¢ drgan

harmonicznych:

k
o =—
m
k
m=-—
0)2

Wstawiamy to wyrazenie do wzoru na energie kinetyczna:

Ekzé-mA2 _3 kA2 RN
8 8 o 8

d) Energia potencjalna sprezystosci wyraza sie wzorem:

2 - [
E ke \2) _ 4 :lkAZ

P2 2 2 8

Energia catkowita E. drgan rowna jest sumie energii kinetycznej i energii
potencjalnej:
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g 8 8 2

Zadanie 5.3 Rownanie ruchu punktu materialnego o masie 10 g ma postac¢ x(t) =
2-sin[(n/3)-'t + mw/4] cm. Znajdz: a) okres drgan, b) maksymalng predkosc¢, c)
maksymalne przyspieszenie, d) maksymalng site dziatajgcg na punkt, e) catkowitg
energie drgajgcego punktu.
Rozwiazanie:
Poréwnujemy réwnanie drgan z zadania z ogélnym réwnaniem drgan harmonicznych
i na tej podstawie odczytujemy parametry ruchu:
x(t) = 2-sin[(n/3)-t + ©/4] cm
x(t) = A-sinfot + ¢
A=2cm; w=n/3[1/s]; ¢=n/a.
a) Okres drgan:

T:2_7r:2~7z:27z-3S:6S
o 7zl s
3s
b) Predkos¢ maksymalna:
Vinax :A'wzzcm'zlz2,09@:2,09-10‘2ﬂ
3s K s

c) Przyspieszenie maksymalne:

2 1Y 27%cm cm L,m
Ao =A-w =2cm-| —— | = —2=1,1—2=1,1'10 —
3s 9 s K Ky

d) Sita, zgodnie w drugg zasadg dynamiki wyraza sie wzorem:
F=ma

Zatem sita maksymalna (uwzgledniajgc, ze m = 10g =0,01kg =10-2kg):

max

=m-a,, =107kg-1,1-10> 2 =1,1.107*N
S

e) Energia catkowita jest rbwna sumie energii kinetycznej i energii potencjalnej
sprezystosci. Jesli energia potencjalna jest rbwna zero, to energia catkowita
réowna sie maksymalnej energii kinetycznej:
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10 kg - (2,09 102"

2
) 2 ) -2 104
pom ) s) _107:436-10 [k mjm

E -
c, k max 2 2 2

8S2

E, =%’10_6N-m =2,18-10"°J
Zadanie 5.4 Napisac rownanie ruchu drgajgcego harmonicznego o amplitudzie 8 cm,
jesli w ciggu 1 minuty zachodzi 150 drgan, a faza poczgtkowa drgan wynosi 30°.
Rozwigzanie:
Do ogdlnego rownania drgah harmonicznych o postaci:
x(t) = A-sinfo-t + ¢
nalezy wstawi¢ odpowiednie wartosci parametréw.
Z tresci zadania wynika, ze A =8 cm, oraz ¢ = 30° = 1t/6.
Aby obliczy¢ wartos¢ czestosci najpierw wyznaczamy czestotliwo$é:

pom_ 150 150 ) 1
t Imin 60s S

Czesto$c¢ jest 2 razy wieksza od czestotliwosci:

©=21f =27 2,50 = 5;{@}
S S
Ostatecznie réwnanie drgah ma postac¢:

x(t) = 8-sin[5xnt + ©/6] cm

6. Elektrostatyka

Zadanie 6.1 Jakg predkosc uzyska elektron przyspieszony réznicg potencjatow U = 5
V na drodze d = 5 cm? Jakie przyspieszenie uzyskuje podczas ruchu? Masa elektronu
m =9103"kg, fadunek e = 1,610"° C.
Rozwiazanie:
Jesli spoczywajgca na poczagtku czgstka natadowana o tadunku g przebywa réznice
potencjatow U, to praca pola przyspieszajgcego czgstke wyraza sie wzorem:

W=qU
Praca ta zamienia sie w energie kinetyczng czastki, zatem:
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W = Ex
qU=mv?2
2qU =mv’

Obliczamy predkos¢ elektronu:

b [2qU _ [2eU _ [2-16:10°C-57  [32:5:107-10" J
m m 9-10"kg 9 kg

2

kg—m
y == E.IOU_SZ :i.106ﬂ:1’33.106ﬂ
9 kg 3 s s

Przyspieszenie czgstki materialnej, zgodnie z drugg zasadg dynamiki, wyraza sie

wzorem:

Natezenie pola elektrycznego zdefiniowane jest jako stosunek sity dziatajgcej na

tadunek do wielkosci tego tadunku:

E=

b

Q|

zatem sita dziatajgca na czgstke jest réwna:

F=q-E
Zwigzek natezenia pola z réznicg potencjatéw (napieciem) wystepujgcym miedzy

punktami odlegtymi o d wyraza sie wzorem:

=Y
d
Ostatecznie wzor na przyspieszenie fadunku przyjmuje postac:
U
L F_aE_ Ty _qU_eU
m m m m-d m-d

Obliczamy wartos¢ przyspieszenia (uwzgledniajac, ze d =5 cm = 5102 m):

2
m

019 1019 13102 kg
= LOA0TCSV L6 100107 16 g 5 g et
9-10°'kg-5-10>m 9 kg-m 9 kg -m s

Przyspieszenie to jest ponad 10'? razy wieksze od przyspieszenia ziemskiego.
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Zadanie 6.2 W odlegtosci L od siebie umieszczono dwa tadunki o przeciwnych
znakach Q i -2Q. Wyznaczy¢ natezenie pola elektrycznego oraz jego potencjat
w punkcie P lezacym na prostej poprowadzonej przez tadunki przed tadunkiem Q
w odlegtosci L/4 od niego (jak na rysunku)

Rozwiazanie:

Kierunek i zwrot wektora natezenia pola w punkcie P jest zgodny z kierunkiem
i zwrotem sity dziatajgcej na probny fadunek dodatni umieszczony w tym punkcie.
Zatem, jak zaznaczono na rysunku, wektor E; od dodatniego tadunku Q ma zwrot
w lewo, a wektor E» od ujemnego tadunku -2Q ma zwrot w prawo. tadunki zostaty

ponumerowane, aby jednoznacznie opisywac¢ parametry pola.

L/4 -2Q @
x> eQ (D [ ¢
E P E,

Odlegtosci punktu P od fadunkéw wynoszg odpowiednio:

ri = L/4; ro =5L/4
Pole jest wytwarzane przez tadunki punktowe, wiec wartoS¢ jego natezenie

wyznaczymy zgodnie z prawem Coulomba (Q — warto$¢ bezwzgledna tadunku):
E= ! 0

dree, 1’

Dla poszczegdlnych fadunkéw przyjmuje ono postacé:

E - 1o 1 0 40
' 4zss, ( L )2 dree, I’
4.

I s,
4 4
s 12 1 20 8 0
* dmes, (5LY 4mes, 250 25 mee I
4 4.4

Pole wypadkowe od uktadu tadunkow mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

E =E +E,
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Poniewaz zwroty wektoréw sg przeciwne, przy obliczaniu wartosci Ew przyjmujemy
zwrot wektora E1 za dodatni, a zwrot wektora E2 za ujemny
E =E —-E, =4 0 8 0 _317L

= T =3— > (zwrot w lewo)
nmes, L 25 meg L 25 reg L

Potencjat pola jest skalarem i od tadunku punktowego wyraza sie wzorem

(uwzgledniamy znak tadunku):

y-_1 2
dree, r

Zatem potencjaty od poszczegdlnych tadunkéw majg postac:

L g_1 ¢
' dmes, L mse, L
4
,_ 1 20 21 0
P dmee, SL 5 mse, L
4

Potencjat pola wypadkowego w punkcie P obliczamy dodajgc potencjaty pol
sktadowych:

y -+ @ 21 0 31 0
L

Zadanie 6.3 Poziome oktadki ptaskiego kondensatora sg oddalone o d = 1 cm. Miedzy
nimi znajduje sie pytek o ciezarze P = 107N i tadunku q = 15 pC. Jakg rdznice
potencjatdw (napiecie) nalezy przytozy¢ miedzy oktadki kondensatora, aby pytek
pozostawat w spoczynku?

Rozwiazanie:
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Fe

T

|

Pytek pozostanie w spoczynku, jesli jego ciezar P bedzie zrownowazony rowng co do

P

wartosci lecz skierowang do gory sitg elektryczna:
Fe=P
Sita dziatajgca na fadunek w polu elektrycznym co do wartosci réwna jest iloczynowi
tadunku q i natezenia pola E:
Fe=qE
Pole elektryczne wytwarzane w kondensatorze jest jednorodne, wiec zwigzek napiecia

U miedzy oktadkami i natezenia pola E wyraza wzor:

=Y
d
Po potgczeniu powyzszych zaleznosci uzyskujemy réwnanie:
P
d
Szukane napiecie okresla wzér :
y-Ltd
q

Warto$¢ napiecia obliczymy uwzgledniajgc, ze d =1 cm = 102m, oraz q = 15 pC =
151012 C
_107N-107m _107-10%J 1

U= ——= =—-10°V =0,067-1000V =67V
15-10°C 15C 15

Zadanie 6.4 Dwa kondensatory o pojemnosciach Cyi Cz potgczono rownolegle. Jakim
wzorem wyrazi sie pojemnosc¢ zastepcza uktadu tych kondensatorow ?

Rozwiazanie:
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C1; Q1 Co; Q2

U1 U2

b

tadunek zgromadzony na baterii kondensatorow réwny jest sumie tadunkoéw obu

.| I
I I
+ +

kondensatorow:

Qr+Q2=Q
Napiecie miedzy oktadkami obu kondensatoréw jest takie samo i réwne napieciu
zrédta pradu, zatem:

Ur=U2=U
Pojemnos$¢ kondensatora zdefiniowana jest jako stosunek tadunku zgromadzonego
na kondensatorze do napiecia miedzy oktadkami kondensatora (Q — tadunek jednej
oktadki):

)
U

Wykorzystujgc te definicie mozna obliczy¢é pojemnosé baterii kondensatoréow
potgczonych rownolegle:
_|_
=2-972_0.0 ¢
U U Uu U
C,=C,+C,
Przy potgczeniu rownolegtym kondensatorow pojemnosc¢ zastepcza réwna jest sumie

pojemnosci kondensatorow tworzgcych uktad.

7. Prad elektryczny staty

Zadanie 7.1 Korzystajgc z prawa Ohma wyznacz poszukiwane wielkosci. Wyraz
poszczegodlne wartosci w odpowiednich jednostkach podstawowych.

a) I(U=5V,R=200Q)

b) U(/=15mA, R=2kQ)
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c) R(U=500mV, /=100 pA)

d) U(/I=0,5A, R=0,1MQ)

e) I (U=10kV, R=5000 Q)

f) R(U=2,4YV,I=800mA)
Rozwiazanie:

a) Wykorzystujemy prawo Ohma w postaci:

I=—
R
Podstawiajgc podane wartosci otrzymujemy:

_ 5V
200
b) Wykorzystujemy prawo Ohma w postaci:

U=RI

I =0,25A

Przed podstawieniem podanych wartosci do wzoru przeliczamy jednostki na

odpowiednie jednostki podstawowe:

15mA = 15 mA - (m) —0,015A
2kQ = 2kQ (1000 Q) = 2000 Q
N 1kQ /

Podstawiajgc wartosci do wzoru na napiecie otrzymujemy:
U=2000Q-0015A=30V
c) Wykorzystujemy prawo Ohma w postaci:
U
R=71
Przed podstawieniem podanych wartosci do wzoru przeliczamy jednostki na

odpowiednie jednostki podstawowe:

500 mV = 500 mV - (m) =05V
100 pA = 100 pA - (L) = 0,0001 A
1000 000 pA
Podstawiajgc wartosci do wzoru na rezystancje otrzymujemy:
= OS—V = 5000 Q
0,0001 A
d) Wykorzystujemy prawo Ohma w postaci:
U=RI
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Przed podstawieniem podanych wartosci do wzoru przeliczamy jednostki na

odpowiednie jednostki podstawowe:

1000000 Q
1 MQ

Podstawiajgc wartos$ci do wzoru na napiecie otrzymujemy:
U =100000Q-0,5A=50000V

0,1MQ=O,1MQ-( )=1000OOQ

e) Wykorzystujemy prawo Ohma w postaci:

I=—
R

Przed podstawieniem podanych wartosci do wzoru przeliczamy jednostki na

odpowiednie jednostki podstawowe:

10kV =10KkV - (1000 V) =10000V
1kV
Podstawiajgc wartosci do wzoru na natezenie prgdu otrzymujemy:
10 000V
=————=10A

"~ 5000 Q

Zadanie 7.2 Wyznacz rezystancje zastepczg R, dla przedstawionego fragmentu

obwodu.

-
Ujf

Dane:
R2 R6 R1=3OQ R2=90
R;=10Q R4=15Q
]R7 Rs=20Q Rs=30Q
R;=18Q Rg=20Q
R3 ] R4 ! ®
Rg
. [ ]

Rozwiazanie:

Wyznaczanie rezystancji zastepczej wymaga uproszczenia przedstawionego
fragmentu obwodu. Proces ten nalezy rozpoczg¢ od gatezi najbardziej zewnetrznych,
znajdujgcych sie najdalej od zrédta napiecia lub otwartych zaciskow obwodu. Pierwsza

gatagz obwodu, ktora podlega uproszczeniu to:
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Rs
R —__
o ]
— —1
R, Re
R;
Rs R,
Rg T
a 1
- | |

Nalezy rozpoznaé, ze oporniki Rs oraz Rs potgczone sg réwnolegle. Mozemy

wyznaczy¢ zastepczg rezystancje Rss z nastepujgcego wzoru:

_ Rs - Rg
7 R + Ry
Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy:
R — 200-300 120
7T 200+300
Ry Rse
— 1 —
Ry
Ry
R; R4
Rg T
|

o I
Po pierwszym uproszczeniu mozna zauwazyc¢, ze oporniki Rss oraz R7 potgczone sg

szeregowo. Mozemy wyznaczy¢ zastepczg rezystancje Rs7 z nastepujgcego wzoru:

n
RZZZRL'
i

Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy:
Rs; =Rsg + R, =120+180 =300
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Ry
I — |
R,
Rs;
Rg
¢ L T

Kolejnym etapem jest uproszczenie fragmentu oznaczonego kolorem zielonym.
Nalezy zauwazyC, ze oporniki R3 oraz R4 potgczone sg réwnolegle. Mozemy

wyznaczy¢ zastepczg rezystancje Rs4 z nastepujgcego wzoru:

R3 - Ry
Ryy = —r
* Ry 4R,
Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy:
R _l00-150
*T 1004150
Ry
o—+{ ]
R>
Rs7
R34

RS
° [ ]

Kolejne uproszczenie skutkuje tym, ze oporniki R2 oraz R34 potgczone sg szeregowo.

Mozemy wyznaczy¢ zastepczg rezystancje R24 z nastepujgcego wzoru:

n
RZ=ZRi
i

Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy:
R24:R2+R34 :9Q+6Q: 159
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Ry

[
|

Rg
. ]
Nalezy teraz zauwazy¢, ze oporniki R24 oraz Rs7 potgczone sg réwnolegle. Mozemy

wyznaczy¢ zastepczg rezystancje R27 z nastepujgcego wzoru:

_ R34 Rsy
" Ras+ Ry
Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy:
Ry, = 15Q-30Q _ 100
15Q+30Q
Ry
L 2
R27
RS

®

Obwdd w obecnej postaci sktada sie z trzech szeregowo potgczonych opornikéw.

Mozemy wyznaczy¢ zastepczg rezystancie R, catego fragmentu obwodu

n
RZZZRL'
i

Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy:
R, =R, +Ry;; +R3=300+100+20Q=600Q
R;

Z nastepujgcego wzoru:
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Zadanie 7.3 Oblicz rezystancje zastepczg, napiecie zasilania oraz wartosci prgdéw

przeptywajgcych przez oporniki w przedstawionym obwodzie pradu statego.

R,
Dane:
’—Z Ri=31Q
P,= 200 mW
Ry Rs R4 R,=200Q
‘ [ ' Us=0,9V
‘ | Rs=15Q
e

Rozwiazanie:

Zadanie to mozna rozwigzac na kilka sposobow. Ponizsze rozwigzanie przedstawia
jedng z mozliwosci.

Aby wyznaczy¢é rezystancje zastepczg obwodu nalezy sprowadzi¢ go do jak
najprostszej postaci. Upraszczanie obwodu nalezy rozpoczaé od gatezi najbardziej
zewnetrznych, znajdujgcych sie najdalej od zrédta napiecia. Pierwszy fragment

obwodu, ktora podlega uproszczeniu to:

£
Nalezy rozpoznaé, ze oporniki Rz oraz Rs potgczone sg réwnolegle. Mozemy

wyznaczy¢ zastepczg rezystancje Rz4 z nastepujgcego wzoru:
_ R3 - Ry
" R3;+R,

Wartos¢ rezystancji R3 nie jest jednak znana. Pomijajgc chwilowo ten fakt uproszony

R34

obwdd bedzie miat postac:

59
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
B Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.
Projekt pn. ,POLLUB zielonq transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie

dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspotfinansowanego ze Srodkow Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowa nr FERS.01.05-I1P.08-0049/23-00.




E Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR |I|'

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

€

Uproszczony obwdd sktada sie z jednego zrodta napiecia oraz trzech opornikow.
Wszystkie elementy potgczone sg szeregowo. Z wtasnosci takiego obwodu wiadomo,
ze przez wszystkie elementu ptynie ten sam prad o statej wartosci — prad zrodtowy /.
Jego wartos¢ mozna wyznaczy¢ na podstawie informacji podanych odnosnie opornika
nr 2. Wykorzystujemy w tym celu podstawowy wzor na moc elektryczna:

P=Ul
Poniewaz napiecie U nie jest znane, podstawiamy do powyzszego rownania wzér na
napiecie elektryczne wynikajgcy z prawa Ohma:

U=RI

Nowy wzdér na moc ma postac:

P = RI?
Przeksztatcamy nastepnie wzér, aby wyznaczy¢ wartos¢ pragdu przeptywajgcag przez

opornik:

Przed podstawieniem podanych warto$ci do wzoru przeliczamy jednostki na

odpowiednie jednostki podstawowe:

Prad ptynacy przez opornik nr 2 ma zatem wartosc:
I, = O’ZW—01A—1 =1
2o J200 T

Poniewaz oporniki R3 oraz R4 potgczone sg réwnolegle, spadek napiecia w obydwu
gateziach jest jednakowy i rowny Uz = Us = 0,9 V. Zatem spadek napiecia na rezystancji
zastepczej R34 bedzie réwniez wynosit 0,9 V. Do obliczenia tej rezystancii
wykorzystamy prawo Ohma w postaci:

60
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.

B Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.
Projekt pn. ,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie

dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspotfinansowanego ze Srodkow Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowa nr FERS.01.05-I1P.08-0049/23-00.




E Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR |I|.

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Marodowe Centrum Badari | Rozwoju

R U
o
Podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymamy:
U, 09V
Ryy=—"=—">-=90Q
7 T 01A

Rezystancje zastepczg catego obwodu policzymy ze wzoru:

n
RZZZRL'
i

Po przeksztatceniu wzoru i wstawieniu wartosci z tresci zadania otrzymujemy:
R,=R;+R,+R3,=3104+200+90=600Q
Napiecie zrodta € mozemy wyznaczy¢ z prawa Ohma w postaci:
U=RI
Podstawiajgc odpowiednie warto$ci otrzymamy:
E=R,"1,=60Q-01A= 6V
Ostatnim etapem zadania jest wyznaczenie pragdow przeptywajgcych przez opornik R3
oraz R4. Na podstawie | prawa Kirchhoffa wiadomo, ze prad zrédtowy wptywajgcy do

jednego z weztéw przedstawionego obwodu rozdziela sie na dwa inne prady.
I, R, I,

LY
Ry Ry

3

Wartos¢ natezania pragdu /4 mozna wyznaczy¢ z jednej z postaci prawa Ohma:

[ = U
"R
Podstawiajgc warto$ci otrzymamy:
=229 _ 064
*7R, 150
Réwnanie wynikajgce z | prawa Kirchhoffa dla jednego z weztéw ma postacé:
I,=13+1,

Zatem warto$¢ natezania pradu /3 wynosi:
L=1,—1,=01A—0,06A=0,04A
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