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Funkcje trygonometryczne — rozwigzania przyktadowych

zadan

Przyktad 1. Wykorzystujgc wzory redukcyjne wyznaczy¢ wartosci funkcji dla podanych

argumentow:
. (5 4 7 7
a) sin (6w>, b) cos (§7T)’ c) ctg <é7r), d) tg (Zw>_

Rozwigzanie:

Przypomnijmy, wzory redukcyjne umozliwiajg obliczanie wartosci funkcji trygonometrycznych
dowolnego kgta za pomocg odpowiednich funkcji trygonometrycznych kata ostrego.
Schemat postepowania przy stosowaniu wzoréw redukcyjnych jest nastepujgcy:

™

1) Zapisanie argumentu funkcji trygonometrycznej w postaci m2

ae<0,§>.

2) Okreslenie znaku funkcji trygonometrycznej i zapisanie go po prawej stronie znaku

+ «, gdzie m € Z,

rownosci. W zapamigtaniu znakow funkcji trygonometrycznych pomocny moze byc¢
wierszyk: "W pierwszej cwiartce same plusy, w drugiej tylko sinus, w trzeciej tangens
i cotangens, a w czwartej cosinus."

3) Pozostawienie funkcji bez zmian w przypadku gdy, m = 2,4. Zamiana funkcji na

kofunkcje (sin +— cos, tg +— ctg ), jeslim =1,3.

6 6 2

- %) nalezy do drugiej ¢wiartki <<7r— g) € (gﬂ»
m

wiec sin <7r— €> > 0. Ponadto m = 2 (w =2 g) czyli funkcje "pozostawiamy bez

) 5 o T (%) . 71'_1
Ad a) sin (Ew> = sin (w——) = sin— = —.

(x) Poniewaz

S

zmian".

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
BY

Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska Narodowe Centrum Bad

i Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR I||||.

: . : o (T
Zauwazmy, ze 7r> mozemy zapisaé w postaci (— +

2
. (5 o (T T () T 1
sSin (éﬂ') = SIn <§+§> = COS§ = 5"

(+*) Poniewaz (g + %) € (%w) wiec sin (g + %) > 0. Ponadto m = 1 <§ =1 -E),

wiec sinus "zamieniamy" na cosinus.

4 _ ™ (%) 7r__1
Ad b) cos <§7r> = CO0S (w+§) = COS§— o
3

(x) Zauwazmy, ze <7r+ %) € (71', §w>, wiec cos <7r+ %) < 0. Dodatkowo m = 2

g) Zatem

<7r =2- g) czyli funkcje "pozostawiamy bez zmian".

Odnotujmy, ze (gw) mozemy rowniez zapisa¢ w postaci <g7r — %) . Zatem

cos (27 =cos (2a-T) ") _ginT -1
3"~ 2"7"6) ~ 6 2

(x+) Poniewaz (%7?— %) S (7?, %w),wiec cos (%w— %) < 0. Ponadtom = 3 (gw =3. g)

czyli cosinus "zamieniamy" na sinus.

Ad c) ctg (gw> = ctg <7r + g) ¥ ctg g = V3.
(x) Poniewaz <7r + %) € (7r, %r) wiec ctg <7r + %) > 0. Dodatkowo m = 2 <7r =2- g)

czyli funkcje "pozostawiamy bez zmian".

. . 7 . . o (3 T
Zauwazmy, ze 6" mozemy takze zapisa¢ w postaci 5773 . Zatem

ctg (7 >_ctg (37r—g) (i*)tg%=\/§.

(»x) Poniewaz (%w— %) € (7?, %w),wiec ctg @w— %) > 0.Ponadtom =3 (gw =3. g)

czyli cotangens "zamieniamy" na tangens.

Ad d) tg Gw) =tg (27-7) ® g 7=t

(x) Poniewaz (27r— %) € (%w,%), wiec tg (27r— —) < 0.Ponadtom=4 (27r =4. %)
wiec funkcje "pozostawiamy bez zmian".

7 3 s
Zauwazmy, ze il mozemy zapisa¢ w postaci | =7 + — |. Zatem

2 4
tg( >—tg(7r+—) ——ctg4 -1.

(*) Poniewaz (% %) ( 27r>,wiectg (%w + %) < 0.Ponadtom =3 (gw =3 g)
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wiec tangens "zamieniamy" na cotangens.

Przyktad 2. Korzystajgc z okresowosci, parzystosci lub nieparzystosci, wzoréw redukcyjnych

wyznaczy¢ wartosci funkcji dla podanych argumentéw:

a) cos <%7r) c) ctg _2;’_87T , e) cos(—-1590°), g) ctg (—2310°),
109 247 f) sin(—3540°), h) tg (3000°).
b) sin (——w), d) tg (——w),
4 4
Rozwigzanie:

Przypomnijmy, okresem podstawowym funkcji sinus i cosinus jest liczba 2x. Okresem

podstawowym funkcji tangens i cotangens jest liczba =. Zachodzg nastepujgce wzory:

(I) sinf +k -2m) =sina; a € R, k € Z,

(I cos(a+k -27) =cosa; a eR, k € Z,

() tg (a+k-7) =tg a: aeR\{g+m7r:m€Z}, k ez,
)

(IV) cig(a+k-m)=ctga; ac R\{mr:meZ}, k € Z.

Wiadomo, ze mierze 27 odpowiada miara 360°, zatem w mierze stopniowej wzory

(I) = (IV) majag postac

(i) sin(a+k -360°) =sina; a €R, k € Z,

(i) cos(a+k -360°) =cosa; a € R, k € Z,

(iii) tg (o +k-180°) =tga; a #90°+m-180°, me Z, k € 7Z,
(iv) ctg (a+k-180°) =ctga; a#m-180°, me Z, k € Z.

Funkcja cosinus jest funkcjg parzystag, natomiast funkcja sinus, tangens i cotangens sg

funkcjami nieparzystymi. Zatem

(A) sin(—a) = —sinq;
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(B) cos(—a) = cos a;
(C) 19 (—a) =g o;
(D) ctg (—a) = —ctg a.

Ad a) Pierwszy przyktad obliczymy na dwa sposoby: 1) korzystajgc z okresowosci funkcji
cosinus i ze wzorow redukcyjnych, 2) uwzgledniajac okresowosc¢ i parzystos¢ funkciji

cosinus.

71 _ S\ 11 (1) 11 _ o
1) cos (Ew) = COS (117r+67r) = COS <5-27r+€7r) = cos(Gw) = COS (27r 6>

(x) Ze wzordw redukcyjnych, poniewaz (27r— %) € (%w 27r>, wiec

cos <27r - %) >0im=4 <27r =4. g) czyli funkcje "pozostawiamy bez zmian".

) cos (%w) o cos (%w— 6 - 27r> = CO0S (%w— %w) = COS (—%) ® cos (g) =
V3
2
Pozostate przyktady rozwigzemy tylko jednym sposobem. Wybdr metody jest subiektywny

N

i zalezy od rozwigzujgcego zadanie.

: 109 \ @ . (109 \ . . S\ o (3
Ad b) sin (—Tw) = —sin (—4 w)_ sin (26 27r+47r)— sin <47r)
e (s DY O (Cein(T)) 2 Y2
=-sin(r+7) ¥ =(=sin(3)) =5

(x) Ze wzordéw redukcyjnych, poniewaz <7r + %) € (7?, §7T>’ to sin (7? + %) <0im=2

w

(71' =2- g) wiec funkcje "pozostawiamy bez zmian".

Ad c) ctg <—¥w> ad ctg (—¥w+73w) = cig (—¥w+ 2;—97?) = cig <%) =

V3

3

4 "t 4
Ad e) cos(~1590°) 2 cos(1590°) = cos(4-360°+150°) ¥ cos(150°) = cos(180°-30°) 2
—c0s(30°) = —?.

(x) Korzystajgc ze wzoréw redukcyjnych mamy: (180° — 30°) € (90°, 180°), wiec
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cos(180°—-30°) < 0im =2, (180° = 2-90°), czyli funkcje "pozostawiamy bez zmian".
Ad f) sin(—3540°) 0 sin(—3540° + 10 - 360°) = sin(60°) = ?
(iv

(D) )

Ad g) ctg (—2310°) ‘=’ —ctg (2310°) = —ctg (150°+12.180°) ‘=’ —ctg (150°) = —ctg (180°—

30°) ¥ —(—ctg (30°)) = V3.

(x) Ze wzordw redukcyjnych: (180° — 30°) € (90°, 180°), czyli

ctg (180°—-30°) < 0im =2, (180° = 2-90°), wiec funkcje "pozostawiamy bez zmian".
Ad h) g (3000°) W tg (3000°—17-180°) = tg (3000°—3060°) = tg (-60°)  —tg (60°) =

—V3.

Przyktad 3. Obliczyc¢:
s 57 l
a) sin (ﬁ> b) cos (ﬁ) 9 19 (13):

Rozwigzanie:

Przypomnijmy, ze jesli o, 5 € R to zachodzg nastepujgce wzory

1) sin(a + ) = sinacos 5 + Cos asin 3;

(

(2) sin(a— ) = sinacos 5 —cos asin j;
(3) cos(a + ) =cosacosff—sinasing;
(

)
)
)
4) cos(a— ) =cosacosf +sinasinp.

. . It 4 3nm w «
Ad a) Zauwazmy, ze -1 13"3% 1 Wobec tego

sin m sm(7T W) (l)sinzcosz+coszsinz—§ \/—§+1 \/—é—@(ﬁﬂ)
12) 7°\374) T30 374 2 2 2 4 '

. S5 37 2r 7w W
Ad b) Zauwazmy, ze 212712276 Wobec tego

57r_ 7T7r(§) s 7T.7T.7T_\/§\/§\/§1_\/§
cos(1z> cos(4 €> = C0S 7 COS Z—sin 7 sin & = = - — == = (vV3-1).
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Ad c) Przypomnijmy, ze zachodzi nastepujgca tozsamosc¢ trygonometryczna

sin
A a#%+kn, kel

- COS « 3 5
. . m m T e T
Zauwazmy, ze E = ﬁ - ﬁ = Z - 6 Wobec tego

tg a

tg <l> =1g <E - Z> - m (2)=(4) sin % cos % —COoS % sin %
z

12 4 6 cos< —%> cos%cos%+sin%sin%
X A VU

Przyktad 4. Zbadacd, parzystosc¢/ nieparzystos¢ funkciji:

a) f(x) =tg x + ctg x, b) f(x) = sinx —cosx.

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, funkcja f : X — R jest funkcjg parzystg w zbiorze D, D C X wtedy i tylko
wtedy, gdy

/\ (=x € DAf(=x) = f(x)).

xeD

Funkcja f : X — R jest funkcjg nieparzystg w zbiorze D, D C X wtedy i tylko wtedy, gdy

/\ (=x € DAf(=x) = —f(x)).

xeD

Ad a) Dziedzing funkcji tangens jest zbidr liczb rzeczywistych z wyjatkiem liczb postaci
g + km, k € Z. Podobnie, dziedzing funkcji cotangens jest zbidr liczb rzeczywistych z

wyjatkiem liczb postaci kw, k € Z. Zatem:
™ m
sz{xeR.x#§+k7r /\X;’kw,keZ}zR\{E-k. kez}.
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Dziedzina jest zbiorem symetrycznym wzgledem zera na osi OX, zatem dla dowolnego

x € Dy réwniez (—x) € Dy. Niech x € Dy bedzie dowolnie wybrany. Wtedy:

F(=x) = tg (=x) + ctg (x) O=P) _tg x — ctg x = —(tg x + ctg x) = F(x).
Badana funkcja jest nieparzysta.
Ad b) Poniewaz zaréwno funkcja sinus jak i funkcja cosinus okreslone sg dla wszystkich
liczb rzeczywistych, wiec dziedzing funkc;ji f(x) = sin x—cos x jest R. Zatem dla dowolnego

x € R, rowniez (—x) € R. Niech x € R bedzie dowolnie wybrany. Wtedy:

f(=x) = sin(=x) — cos(=x) “2®) _sinx — cos x = —(sinx + cos x) # (x).
Zauwazmy, ze

—f(x) = —(sinx —cos x) # f(—x).

Badana funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzysta.

Przyktad 5. Obliczy¢ okres podstawowy funkgciji

a) f(x) = tg (4x), b) f(x) = sin (gwx—S) :

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, funkcje f nazywamy funkcjg okresowg w zbiorze X, wtedy i tylko wtedy,
gdy

\V A (x+T)eX Af(x+T)=f(x)), T —okres funkcjif.
T# xeX

Najmniejszy dodatni okres funkcji f nazywamy okresem podstawowym.

Ad a) Zauwazmy, ze D; = R\ {g +K- % ‘k € Z}. Mozemy znalez¢ T, ze dla dowolnego
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x € Dy prawdziwy jest pierwszy czynnik koniunkcji. Niech T oznacza okres podstawowy
funkcji . Wtedy
f(x + Tg) =1g (4(x + Tp)) = tg (4x + 4Tp).

Poniewaz funkcja f jest okresowa, wigc f(x + Tp) = f(x), zatem tg (4x + 4T) = tg (4x).
Niech 4x := o, wtedy tg (a + 4Tj) = tg ().

Poniewaz okresem podstawowym funkgcji tangens jest liczba 7, wigc 4T, = 7. Wobec
tego Tg = 7.

Okresem podstawowym funkcji f(x) = tg (4x) jest liczba 7.

Ad b) Dziedzing funkcji jest zbdr liczb rzeczywistych. Zatem pierwszy warunek definicyjny
jest spetniony dla dowolnego T. Oznaczmy, przez T, okres podstawowy funkcji f.
Woéwczas

f(x + Tg) = sin (éw(x +Tg)— 3) = sin (éwx— 3+ 27770) .

Poniewaz funkcja f jest okresowa, wigc f(x + Tp) = f(x), zatem

. 2 2 . (2
sin <<57rx—3) + 577-0) = sin (57TX_3> :

Podstawmy %wx — 3 := a, wéwczas sin (a + %wT()) = sin(a).

Poniewaz okresem podstawowym funkcji sinus jest liczba 27, wiec %wTo = 2r. Stad
Ty =5.

Okresem podstawowym funkcji f(x) = sin <§7rx - 3) jest liczba 5.

Przyktad 6. Narysowac wykresy funkcji:

) f(x) =sin (5 +7); ©) 1) =~tg (x=73);

b) f(x) = 3cos <2x - g) ; d) f(x) = cig <—x + —) .
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Rozwigzanie:
Ad a) Dziedzing naturalng funkciji f jest zbidr liczb rzeczywistych. Chcemy otrzymad
wykres funkcji f poprzez przeksztatcenia wykresu funkcji sinus.
Niech:
e f1(x) = sinx wtedy
o fo(x) = f1(x + m). Wykres funkgciji f, powstaje w wyniku translacji wykresu funkgciji 4
o wektor v = [-, 0].
o f(x) =1 (g) Wykres funkgcji f powstaje w wyniku powinowactwa prostokatnego
wykresu funkcji 5 0 osi OY w skali 2.

llustracja graficzna kolejnych przeksztatcen przedstawiona jest ponizej.

Zauwazmy, ze wykres funkcji f mozemy otrzymac stosujgc te same przeksztatcenia co

poprzednio, ale w innej kolejnosci. W tym celu przeksztatémy wzdr funkcji f do postaci

f(x) = sin (% (x + 27r)) :

Podobnie, niech

o f1(x) = sinx wtedy
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o fo(X) =14 ()E() Wykres funkcji f> powstaje przez powinowactwo prostokgtne wykresu
funkcji fy 0 osi OY w skali 2.

o f(x) = fo (x + 2m) Wykres funkcji f powstaje w wyniku translacji wykresu funkcji fo
o wektor V = [-2, 0].

llustracja graficzna kolejnych przeksztatcen przedstawiona jest ponizej.

y =fi(x)
7 ,, X
oy =hix)

Ad b) Dziedzing naturalng funkcji f jest zbidr liczb rzeczywistych. Chcemy naszkicowad
wykres funkcji f poprzez przeksztatcenia wykresu funkcji cosinus.
Niech:
o f1(x) = cosx wtedy
o fo(x) =14 (x - g) Wykres funkcji o powstaje w wyniku translacji wykresu funkgcji f4
o wektor v = [g O].
o f3(x) = f5(2x). Wykres funkcji f3 powstaje w wyniku powinowactwa prostokatnego
wykresu funkgji fo 0 osi OY w skali %
o f(x) = 3fz(x). Wykres funkcji f powstaje w wyniku powinowactwa prostokgtnego

wykresu funkgji f3 0 osi OX w skali 3.

llustracja graficzna kolejnych przeksztatcen przedstawiona jest ponize;.
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Ad c) Wiadomo, ze funkcja tangens nie jest okreslona dla liczb postaci g +km, k € Z.

Zatem dziedzing naturalng funkciji f(x) = —tg <x — %) jest zbidr

Df:{xe]R: X—%#g+k7r}:R\{%T+k7T: keZ}.

Chcemy naszkicowaé wykres funkcji f poprzez przeksztatcenia wykresu funkcji tangens.

Nasze rozwazania ograniczymy do zbioru (—%w,—%) U (—g g) U (g %7?)
Niech:
o f1(x) =tg x wtedy
o fo(x) =14 (x - %) Wykres funkcji fo powstaje w wyniku translacji wykresu funkcji f4

o wektor v = [% 0].
o f(x) = —fo(x). Wykres funkcji f powstaje poprzez symetrig wzgledem osi OX wykresu
funkciji fo.

llustracja graficzna kolejnych przeksztatcen przedstawiona jest ponize;.
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Ad d) Wiadomo, zZe funkcja cotangens nie jest okreslona dla liczb majgcych postac

m+ Kkm, k € Z. Zatem dziedzing naturalng funkcji f(x) = ctg <—x + g) jest zbior
m ™
Di={xeR: x4 #m+kr | =R\{—§—k7r. kez}.

Chcemy naszkicowac wykres funkcji f poprzez przeksztatcenia wykresu funkcji cotangens.

Niech:
o f1(x) = ctg x wtedy
o fo(x) =14 (x + g) Wykres funkcji fo powstaje w wyniku translacji wykresu funkcji f4
o wektor vV = [—g 0].
o f(x) = fo(—x). Wykres funkcji f powstaje poprzez symetri¢ wzgledem osi OY wykresu
funkgiji fo.

llustracja graficzna kolejnych przeksztatcen przedstawiona jest ponizej.
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[ 7 R ey IR NN SR D i T -

rolw
)

Zauwazmy, ze ze wzoréw redukcyjnych ctg (g — x) = tg x.
Zatem w wyniku powyzszych przeksztatcen wykresu funkgji f1 (x) = ctg x otrzymalismy

wykres funkcji tg x dla x € (—%w,—g) U <—% %) U (% %w)

Przyktad 7.

Rozwigzac réwnanie:

V2 c) tg 3x=3’[gx;

a) SinX =—?;
s
d) v3ctg (x—§> =-3.

b) —2sin®x +5cosx + 4 = 0;

Rozwigzanie:

Ad a) Dziedzing naturalng réwnania jest zbior liczb rzeczywistych.
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Przypomnijmy, réwnanie sinx = a, a € (-1, 1) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan, ktdre

mozemy zapisac w postaci

X =Xg+2Kt V X =7m—Xqy+2km, gdzie sinxg=a A Xg € <—gg> N K€ Z.

W jednym uktadzie wspotrzednych szkicujemy wykresy funkcji y = sinx iy = V2

-v2
Chcemy wyznaczy¢ punkty przeciecia sie tych krzywych. Interesujg nas odciete tych
punktow, ktore sg rozwigzaniem rownania. Przez xy oznaczamy to rozwigzanie rownania

sinx = —@, ktdre nalezy do przedziatu <—§ §>

y =sinx

SIPYS

-2T 5T -

w
---9
--9

NE!
3
rolw
3
-—-@
x

.
ol

2r

>

Poniewaz sin T @ wiec sin <_E>
4= 2 We 4

Zatem xq = —%. Wobec tego

V2
-

. T 5
smx_—? & x_—Z+2k7r \/X—Z7T+2k7r, k € Z.

Ad b) Dziedzing réwnania jest zbidr liczb rzeczywistych. Wykorzystamy tozsamosc¢

trygonometryczng, zwang jedynkg trygonometryczng
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2

(JT) sinffa+cos?a=1, a €R.

T

. J
—2sin®x +5c08x+4=0 A XER ‘&

2

—2(1—-cos“x)+5cosx+4=0 A xeR &

2

2c0s“x+5cosx+2=0 A XeER &

cosx=t Ate(—1,1) A 2t°+5t+2=0 A XER &

1
cosx=t Ate(=1,1) A 2(t+§)(t+2)=0 ANxeR &
1
< =2 V t=—§) ANte(=1,1) ANt=cosx AN XeR &
1
[( =2 ANte(-1,1)) Vv ( =—§/\ te(—1,1))} ANt=cosx AN XxeR &

1 1
z‘=—§ ANt=cosx AN XeR & cosx=—§ A x € R.

Przypomnijmy, réwnanie cosx = a, a € (-1, 1) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w

postaci
X =Xg+ 2Kt V X =-Xo+2km, gdzie cosxg=a A xg € (0,m) A k €Z.

W jednym uktadzie wspdtrzednych szkicujemy wykresy funkcji y = cosx iy = —%. Przez

Xp 0znaczamy to rozwigzanie rownania cos x = —%, ktdre nalezy do przedziatu (0, 7).

\
;

i

N
3
(S
3
- -®
K
- -@®
™|
NE!
-0
- -®
NI
3
<
I}
N
I 3
oY
3
/]
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Z rysunku odczytujemy, ze liczba xo moze byC przedstawiona w postaci xg = g + a,

gdzie a € (O, g) Wobec tego

E) @ —sina=—% N a € <Og)

cosxoz—%<:> COS(E+04>=—1 A o€ (0,2

2 2

/\ae(O,z) & a=z.

) 1
<:>S|nO[—§ 2 6

(%) korzystamy ze wzoru redukcyjnego.

Zatem xq = § + 6 gw Stad

cosx=—%<:> X=§7r+2k7r V X=—§7T+2k7r, k eZ.

Ad c) Dziedzing rownania jest zbior D = R\ {E +Kkr: ke Z}

Przypomnijmy, rownanie tg x = a, a € R ma nieskoriczenie wiele rozwigzan, ktére

mozemy zapisa¢ w postaci

X =Xg+km, gdzietgxg=a A xg € (—gg) N K€ Z.

Zauwazmy, ze

tg3x=3tgx A xeD <
tgx-(tgzx—3>=0 ANxeD &
tgx-(tgx+\/§>~(tgx—\/§>:0 AxeD <

(tgx=0 vtgx=—\/§vtgx=\/§) A x €D.

W jednym uktadzie wspétrzednych rysujemy wykresy funkcji y = tg x, y = —V/3,
y=0,y=13.
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Postugujac sie wykresem, mozna odczytaé, zetgx =0 < x =kn A k € Z.
Wiadomo, ze tg % = /3, zatem tg x = V3 & x = g+k7r N k eZ.

Ponadto, z nieparzystosci funkcji tangens ((C)) dostajemy, tg (—%) =-tg 3.
Wobec tegotg x = —vV3 < x = ——~ +kr A k € Z.

3
Na podstawie powyzszych rozwazan otrzymujemy

tgsx=3tgx/\xeD & <X=—g+k7r V X =Kkm \/X=g+k7r> N kel

<:>x=kg AN Kk eZ.

Ad d) Dziedzing réwnania jest zbior

D={xeR: x—g#kw/\keZ}=R\{g+kw: kez}.
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Niech x—g = U, U € R wtedy

3
V3ctgu=-3 < ctigu=——— & ctgu=-V3.
g g /3 ¢)
Przypomnijmy, réwnanie ctg x = a, a € R ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w postaci

X =Xg+km, gdziectgxg=a A xg € (0,7) A k € Z.

Naszkicujmy w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji y = ctg x iy = —v/3.

y =ctgx

j
<)

(S
SE}
3
nolw
3

2m

X =21
~

Niech uy oznacza to rozwigzanie rownania ctg u = —/3, ktére nalezy do przedziatu
(0, ).

Z rysunku odczytujemy, ze liczba ug moze byC przedstawiona w postaci xg = 7—«, gdzie
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a € (O, g) Wobec tego

x

ctgug=-v3 < ctg (7 - a:—\/_Aa€< 2)@—0’[904:—\/5/\0‘6(0’%)

m m
s Ctga=\/§ N o€ <0,§> & a=€.
(%) korzystamy ze wzoru redukcyjnego.

™ 5
Zatem ug = 7 — Rk Stad

ctgu=—-V3 < U:gﬂ'+k7r, kel

Biorgc pod uwage powyzsze rozwazania dostajemy

5 7
ctg <X—§) \/—<:>X—§:g7r+k7r/\k€Z<:>X:é7r+k7r/\k€Z.

Przyktad 8. ZnaleZ¢ zbidr rozwigzan nieréwnosci:

a) sinx > % () x € R, (oe) x € <—g7r gw>

b) cos®x—6-cosx <0, (s) XxcER, (e0) x¢€ (=2, 27);
c) tg°x>1, xeR;

d) sinx+3-ctgx <3+cosx, xecR.

Rozwigzanie:
Ad a) (e) Dziedzing nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych.
Rozwigzywanie nieréwnosci rozpoczynamy od znalezienia zbioru rozwigzan réwnania

1
trygonometrycznego sin x = 5

1 s T .
Wiadomo, ze s.ln6 § 5 € <—§,§>, wiec

1
2
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Rysujemy w jednym uktadzie wspdtrzednych wykresy funkcji y = sinx iy = %

p TN r - —
® » - »
1. L I Ll
3 o - S *—— g < L 7 ® 5 X
3 - s r | 2 - 4 2
5T s ‘. 2 L’ 6 2 5T . 5T R 2T 3T
iR IR .~ .
Semar’ 1 “am=® .
y =sinx

Znajac rozwigzanie rownania i korzystajac ze szkicu wykresu mozemy skonstruowac

zbidr rozwigzan nierownosci sinx > >
W zbiorze liczb rzeczywistych nierdwnosc jest spetniona, gdy x nalezy do sumy przedziatow

postaci <g + 2k, gw + 2k7r> , k € Z. Zatem

Sinx>~- AXER & xc U <%+2k7r,g7r+2k7r>.

keZ

| —

(ee) Dziedzing nieréwnosci jest przedziat <—g7r, gw> Musimy zatem zawezi¢ zbidr

rozwigzan nieréwnosci do tego przedziatu, tzn:
: 1 3 5 T 5 3 5
> — -, = | | (= — -7, =
S|nx/2Axe< T, 7r><:>xe <6+2k7r,67r+2k7r>m< 27r,27r>

o xel=Sm 2D NO(E SN (18,3
27’(’, 67T 6,671' 67T,27T .

Ad b) (e) Dziedzing nieréwnosci jest zbidr liczb rzeczywistych. Przeksztatcajgc dostajemy

cos?x—6-cosx <0 A XER & cosx -(cosx—6)<0 A x €R.
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Wiadomo, ze

/\ -1 <cosx <1, wiec /\ —7 < cosx—6 < -5.
xeR XeR

Zatem

/\ cosx —6 < 0.
xeR

Wobec tego
cosx-(cosx—6)<0 A xeR < cosx>0 A xeR.

Wyznaczenie zbioru rozwigzan powyzszej nierdwnosci rozpoczynamy od rozwigzania
rownania.
Stad

cosx=0 A xeR <:>x=g+k7r,k€Z.

Szkicujemy nastepnie wykres cosinusa i z rysunku odczytujemy zbidr tych argumentéw

dla ktorych cosx > 0.

\ Vv, 7
2 3 %, - P 1 7% W3 2
3w 5 ™ 5T

Zatem funkcja cosinus przyjmuje wartosci dodatnie w zbiorze liczb rzeczywistych, gdy x

nalezy do sumy przedziatéw postaci (—g + 2K, g + 2k7r> , k e Z.
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Wobec tego

cos?Xx—6CosX <0 A XER & xc U (—g+2k7r,g+2k7r).
keZ

(ee) Dziedzing nieréwnosci jest przedziat (-2, 27). Musimy zatem zawezi¢ zbiér rozwigzan

wyjsciowej nieréwnosci do tego przedziatu, tzn.

cos®x—6CoSX <0 A X € (=2m,2r) < X € U (—% + 2K, g + 2k7r) N (=2m, 27)
keZ

3 T m 3
= X & <—27T,—§7T) U (—§,§> U (57’(’,27T> .

Ad c) Dziedzing nieréwnosci jest zbior D = R\ {g +km: ke Z}.

Zauwazmy, ze
t92x>1 ANXxeD < tgx=t NteR A t2-1>0AxeD
S (t-1){E+1) >0 ANt=tgx NteR A XxeD
& te(-oo,-1)U(l,00) ANt=tgx NteR A XxeD
S (<1 viz1) At=tgx AN xeD

S (tgx<-1 vigx>1) A xeD.
Wiadomo, ze tg % =1 A %e (—gg) zatem

tgx=1 A xeD <:>x=g+k7r/\keZ.

Ponadto z nieparzystosci funkcji tangens ((C)) dostajemy, tg (—%) =-tg %-
Wobec tego

tgx=-1 A xeD <:>X:—%+k7r/\k€Z.
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W jednym uktadzie wspoétrzednych rysujemy wykresy funkcjiy =tg x, y =—-1iy = 1.

y=tgx

EN[A]
3
x

INEY R

‘\""
3
<
Il
-

R S
\:'q
>“\‘
INTEP SR
>l"
____“'M:‘

Elew

Posiadajgc rozwigzanie réwnan i korzystajac ze szkicu wykresu mozemy skonstruowac

zbidr rozwigzan nierownosci:

tgx<-1 AxeD & xe U <—E+k7r,—z+k7r>

2 4
keZ
oraz
tgx >1 AxeD < xe U <%+k7r,g+k7r>.
keZ
Wobec tego

tg2x>1 AxeD & x€ U <—E+k7r,—g+k7r> V X € U<%+k7r,z+k7r>

kezZ 2 kezZ 2
&S X € —E+k7r,—z+k7ruz+k7r,z+k7r.
U (Gt ko) (5 ohn 5ok
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Ad d) Dziedzing nieréwnosci jest zbior D = R\ {kn : k € Z}.

Wykonujgc rownowazne przeksztatcenia dostajemy

sinx+3-ctgx <3+cosx A xeD &

. CcoS X
S|nx+3-m—3—cosx<0 AXeD &

Sinx +3-cosx—3-sinx—sinx-cosx
- <0AXeD &
sinx
sinx - (sinx—3) +cosx - (3—sinx
( ). ( ) <0AXxXeD &
sin x
(3—sinx) - (cos x —sinx)

<O0A xeD.

sinx

Zauwazmy, ze

/\ 2<3-sinx < 4.

XeR
Zatem
/\ 3-sinx > 0.
xeR
Wobec tego

(3—sinx) - (cos x — sin x)
sinx
COS X —Ssinx
sinx

<0ANXxXeD &

<0AXeED &

cigx—-1<0AxeD < ctgx <1 A xeD.

Wiadomo, ze ctg % =1 A g € (0, ), zatem

ctgx=1 A xeD <:>x=%+k7r/\kez.

W jednym uktadzie wspétrzednych szkicujemy wykresy funkcjiy =ctgx iy = 1.
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1 1 1 y Ctg X 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 y = 1 1
1 ] 1 1 [ 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 I I 1 I 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
! ? 3 ! s RS ! 2 ! X
1 1 N s = 1 1
! 4T T ! i 2 4 2 U T 3T !
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 & 1 1 1
1 C}l 1 l|: o | & 1 cl\:j
1 " 1 " I (Il 1 il
1 1 1 1
1o 1< x ;X 1 X
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

Z wykresu odczytujemy, ze zbiorem rozwigzarn nierownosci ctg x < 1 jest suma przedziatow

postaci <% +Km,m+ k7r> , k € Z. Wobec tego

sinx+3-clgx <3+cosx A xeD & xe | <%+k7r,7r+k7r>.
keZ
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Réwnania wyktadnicze — rozwigzania przyktadowych zadan

Zanim przystgpimy do rozwigzywania przyktadowych zadan przypomnijmy wtasnosci

potegowania niezbedne do rozwiazywania rownan wykfadniczych.

Wtasnosci potegowania

Ponizsze zatlozenia potegowania sg podane w aspekcie przeksztatcania funkcji wyktadniczej
(dla funkcji potegowej mamy wiecej przypadkow):
— rozwazamy potege ab

— musimy zatozy¢, ze a > 0 i wtedy dziatanie ab jest wykonalne dla dowolnego

wyktadnika b,

—a%=1,1P=1dia dowolnego wyktadnika b € R.

Wtasnosci potegowania.
1. Mnozenie poteg o tej samej podstawie:
vb,ceR aP.af=abP*, a>o.
2. Dzielenie poteg o tej samej podstawie:
vb,c € R Z— =aP*, a>o0.

3. Potega potegi:
vb,ce R (aP)°=aPc=(a%P, a>o0.

4. Potegowanie iloczynu:
VeeR (a-b)¢=a®-b° a>0,b>0.
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5. Potegowanie ilorazu (wersja wtasnosci iloczynu poteg)

c C
a> a a>0,b>0.

Ve € R (5 = o5

6. Potega ze znakiem minus (nie oznacza to, ze wyktadnik jest ujemny):

1
Vb eR a‘b=a—b, a>o.

Funkcja wyktadnicza

Funkcja wyktadnicza jest okreslona w nastepujgcy sposob:
fxy=a*, a>0,a#1,xcR.

Wtasnosci funkciji wyktadniczej wykorzystywane do rozwigzywania zadarn.

a) Dziedzing funkgciji jest zbidr R.
b) Zbiorem wartosci jest (0, o).
c) Monotonicznosc:
— funkcja f(x) = aX jest rosngca dla a > 1;
— funkcja f(x) = & jest malejgcadla0 < a < 1.
d) Punkt szczegdlny dla x = 0, f(0) = 1.

e) Funkcja jest ciggta w catej dziedzinie.
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Wykresy funkcji wyktadniczej

3 2 - 1 2 3
Wykres f(x) = 2% (funkcja rosnaca, Wykres f(x) = 0.5 (funkcja malejaca,

a>1). O<ac<1).

Zastosowanie iniekcji do rozwigzywania réwnan

Funkcja f jest r6znowartosciowa (iniekcja), jesli dla kazdego x4, xo € R zachodzi:
f(xq1) = fixo) = xq = Xa.

Jesli f jest iniekcja, to zbidr rozwigzan rownania
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Whniosek 1. Funkcja wyktadnicza f(x) = &, gdzie a > 0,a # 1, jest réZnowartosciowa

na catej swojej dziedzinie, zatem
a'®) = 29— f(x) = g(x).

Sformutowana powyzej uwaga jest kluczowa w rozwigzywaniu réwnan, w ktérych

wystepuje funkcja wyktadnicza.

Przyktad 9. Rozwigzac rownanie

23X—1 — 2X+5

1. Funkcja f(x) = 2X jest réZnowartosciowa, zatem zbidr rozwigzari powyzszego réwnania

jest rowny zbiorowi rozwigzar rownania:
3x—-1=x+5.

2. Mozemy to zapisac krotko

231 _oX+5 . 3y _x-541 < 2x=6 < x =3,

3. Rozwigzaniem rownania jest x = 3.

Przyktad 10. Rozwigzac réwnania :
4\* 27\ 2
a) ( = — = —,
9 8 3
b) 21.3¥-25.5¢ =81.3¥-125.5%,
c) 651 +617X =37,
d) 16X +4¥*2_-36 = 0,

X 2 275
e) 16%:3 =4<§) ,
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f) 25X_3.22X_6.2¥18=0.

Rozwigzanie:

Ad. a) Rozwigzujemy rownanie

AN AN
9 8 -3
jego dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych.

1. Korzystamy z wtasnosci (4) aby otrzymac potegi o tym samym wyktadniku x

G (5)-(5) -5

2. Ponownie korzystajgc z wtasnosci (4)

4 27\ 8 2
9 8/ 27 3

3. Po wymnoZzeniu podstaw rownanie przyjmuje postac

3\* 8 _2
2 27 3’

4. Wyznaczamy funkcje potegowag

3\¥_2 27 _54 9
2) 3 8 24 4
5. Liczbe z prawej strony rownania przeksztatcamy do postaci potegowej z podstawg

rowng funkcji a nastepnie korzystajgc z Wniosku 1 otrzymujemy rownowazne rownanie

0o
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Ostatecznie, rozwigzanie to x = 2.

Ad. b) Rozwigzujemy rownanie:
21.3%¥-25.5%=81.3¥-125.5%,

1. Redukujemy wyrazy podobne i otrzymujemy

—-60 - 3¥ =100 - 5%,
2. Dzielimy obie strony przez (—20)

3.3¥=5.5%
4. Dzielimy obie strony przez 3 - 5%
3\* 3\

HENEN

5. Podstawy obu poteg sg teraz takie same, korzystajgc z Whniosku 1 i porownujgc

wyktadniki otrzymujemy rozwigzanie rownania: x = —1.

Ad. ¢) Rozwigzujemy rownanie:
6¥*1 + 61 = 37.

1. Korzystajgc z wlasnosci (4) i (6) mamy 6¥*1 = 6. 6% oraz 61 = 667 = 5, mozemy

teraz przedstawic rownanie w postaci:
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2. Wprowadzamy podstawienie y = 6%, gdzie y > 0:
6y + ; = 37.
3. Mnozymy obie strony przez y, aby pozbyc sie utamka i otrzymujemy:
6y° + 6 = 37y.

4. Przeksztatcamy wyraZenie do postaci rownania kwadratowego

6y2— 37y +6 = 0.
5. Obliczamy wyrdznik

A=(-37)>-4.6-6=1369—144 = 1225 > 0,

czyli istniejg dwa rozne rozwigzania.

6. Wyznaczamy rozwigzania:

_37+35_6 y _37-35 _ 1
P Y= TE
7. Wracamy do podstawienia y = 6X:
-6 v 6= -6"
5 :

8. Ponownie korzystamy z Whiosku 1, porownujgc wyktadniki otrzymujemy ostateczne

rozwigzaniex =1 Vv x=-1<xec{-1,1}.
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Ad. d) Rozwigzujemy rownanie:
16X + 4¥*2 36 = 0.

1. Zwiasnosci (3) i (4) mamy 16X = (4¥)2 = (4%)2 oraz 4¥+2 = 4X .42, co pozwala napisac
rownanie w postaci

(4¥)%2 +16 -4 =36 = 0.

2. Wprowadzamy podstawienie y = 4%, gdzie y > 0, otrzymujgc rownanie kwadratowe
y2+16y—36 =0.
3. Obliczamy wyrdznik rownania:
A=16°—4-1. (—36) =256 + 144 = 400 > 0 = rdwnanie posiada 2 rozwigzania.

4. Wyznaczamy rozwigzania:

_-16+20 _—16-20

_18.
> VoY 2 8

5. Wracamy do podstawienia y = 4%, y > O:
y=4 A (y=2V y=-18) o 4 =2

Rozwigzanie y = —18 nie spefnia zatoZenia y > 0 wiec nie bierzemy go pod uwage.

6. Zatem, rozwigzujemy tylko rownanie

4X=2<:>22X=21<:>2x=1(:>x=%
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N|—

Ostatecznie rozwigzanie to x =

Ad. e) Rozwigzujemy rownanie:

]

X 22X\ 2x+5

1653 = 4 [ = .
(5)

To zadanie ma troche wyzszy stopieri trudnosci. W poprzednich przyktadach dziedzine,
z oczywistych powodow, stnowit zbior R, w tym zadaniu musimy zaczgc od wyznaczenia
aziedziny.

1. Dziedzina rownania:

X+3#0 A 2x+5710]<:> 5

X#=3 A x;«!—g} <z>€R\{—3,—§}.

2. Korzystajac z definicji poteg mamy 16 = 24, 8 = 23, podstawiajac do réwnania i

korzystajgc z Wtasnosci 5 otrzymujemy

1

;
X X\ B5oF
4 m _ 2 2x+5 _ X—3 m
(2) _4<2—3) _4<2 ) .
3. Korzystajgc z Wiasnosci 3 przeksztatcamy lewg strone rownania
4\ %3 4. X Ax
(2 ) =27 x+3 = 2x+3.

4. Korzystajgc kolejno z Wtasnosci 3 i 4 przeksztatcamy prawg strone rownania

1 1
4 <2x—3>m _ 02, <2x—3)m _02. 2% _ 22+%_

5. Teraz rownanie przyjmuje postac:

4x x=3
Ox13 = 22+ 2335 |
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6. Korzystamy z Wniosku 1 (poniewaZz podstawy sg rowne) i otrzymujemy:

4x _o. X—-3
X+3 2x +5°

7. Sprowadzamy prawg strone do jednego utamka:

4x _ 2x+5+x—3 _4x+10+x—3_5x+7
x+3 ~ 2x+5 2x+5 2x +5 T 2x+5°

8. Teraz obie strony rownania mnoZymy przez wspolny mianownik, ktérym jest iloczyn
mianownikow (czasami dla uproszczenia mowi sie, Ze wykonujemy mnozenie na "krzyz",
bo rzeczywiscie sprowadzenie takich utamkow do wspolnego mianownika tak mozna
przeprowadzic ale trzeba pamietac, Zze w tej operacji skorzystalismy jeszcze z twierdzenia

0 rownosci funkcji wymiernych, ktore majg te same mianowniki!)

(4x)(2x +5) = (Bx + 7)(x + 3).

9. Wykonujemy dziatania i dokonujemy redukcji wyrazow podobnych, otrzymujgc rownowazne
rownanie

3x2-2x-21=0.

10. Obliczamy wyréznik
A= (—2)2 -4.3-(—21) =4+ 252 = 256 > 0, istniejg wiec 2 rozwigzania.
11. Wyznaczamy rozwigzania:

o216 7
"6 "6 3
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12. Sprawdzamy czy pierwiastki nalezg do dziedziny, czyli czy
(x = —g, x = 3) nalezg do R\ {—3,—;} ?
13. Odpowied?Z jest twierdzgca, wobec tego ostatecznie rozwigzania to:
X = —g VvV x =3.
Ad. f) Rozwigzujemy rownanie:
23X _3.22X_6.2¥4+8=0.
1. Wprowadzamy podstawienie y = 2%, gdzie y > 0, co daje:

y3-3y%°—6y +8=0.

2. Poszukujemy pierwiastkow. Z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych badamy dzielniki

wyrazu wolnego (8) i dzielniki wspdtczynnika przy y°3 (1):
Dzielniki: +=1,42, +4,+8.
Sprawdzamy, ktdre z nich sg pierwiastkami wielomianu:
f(1)=13-3-12-6-1+8=1-3-6+8=0 = y = 1 jest pierwiastkiem.

3. Dzielimy wielomian (y3 — 3y? — 6y + 8) przez dwumian (y — 1). Wynik dzielenia

otrzymujemy za pomocg schematu Hornera:
2 -3y% -6y +8|: (y-1)=(2-2y-8)
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Co jest rownowazne postaci iloczynowej

y3-3y% -6y +8=(y-1)(/*-2y-8).
4. Obliczamy pierwiastki rownania kwadratowego y? —2y -8 =0 :

A = (—2)2 -4.1.(-8)=36>0 = istniejg 2 roZne pierwiastki,

)= 2;6 4 v y-= 2;6 =—2 (mamy jeszcze pierwiastek y = 1).

Z zatozenia y = 2% > 0, wiec eliminujemy pierwiastek y = —2.

5. Powracamy do zmiennej x, y = 2% a nastepnie korzystamy z Wniosku 1 i otrzymujemy
( 2X=1v 2X=4 ) = ( x=0Vx=2 )
7. Ostatecznie, rozwigzaniem réwnania jest x =0 V x = 2.

Nierownosci wyktadnicze — rozwigzania przyktadowych

zadan

Przed przystgpieniem do rozwigzywania przyktadow przypomnimy niezbedne pojecia i

wtasnosci funkcji potegowe;j.

— Funkcja f jest rosnaca na zbiorze D C R, jesli dla dowolnych x4, x> € D, takich ze
X1 < Xp, zachodzi:

f(xq) < f(xo).

— Funkcja f jest malejgca na zbiorze D C R, jesli dla dowolnych x4, x> € D, takich ze
X4 < Xo, zachodzi:

f(x1) > f(xo).
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Whiosek 2.

Jesli f jest funkcjg rosngca, to dla dowolnych x4, x» € D zachodzi:
f(x1) < f(X2) <= X1 < Xo.

Jesli f jest funkcjg malejgcg, to dla dowolnych x4,xo € D zachodZzi:
f(x1) < f(X2) <= X1 > Xo.

Whiosek dla funkcji ztozonych

Niech f bedzie funkcjg monotoniczng, g(x) i h(x) funkcjami okreslonymi na zbiorze D.

Wodwczas:

Whniosek 3. Jesli f jest funkcjg rosngca, to:

f(g(x)) < f(h(x)) <= g(x) < h(x).
Whniosek 4. Jesli f jest funkcjg malejgca, to:

f(g(x)) < f(h(x)) <= g(x) > h(x).

Te zaleznosci wynikajg z zachowania funkcji monotonicznych w odniesieniu do porzadku

argumentow.
Uwaga: Identyczne nierownosci zachodzg dla stabych nieréwnosci” <”7i” > 7.

Pokazemy teraz zastosowanie wtasnosci funkcji monotonicznych do rozwigzywania

nieréwnosci, w ktorych wystepuje funkcja wyktadnicza.
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Przypomnijmy funkcja wyktadnicza y = a¥ jest:

— rosnaca, jeslia > 1,

— malejaca, jesli0 < a < 1.

Korzystajgc z Wnioskow 3 i 4 sformutujemy fundamentalne rownowaznosci wykorzystywane
przy prawie wszystkich nieréwnosciach wyktadniczych. Dla dowolnych f(x) i g(x) okreslonych

na wspaolnej dziedzinie otrzymujemy.

Whiosek 5. Jeslia > 1 to:

a® ¢ a9%) —s f(x) < g(x).
Whniosek 6. Jesli0 < a < 1 fo:

a® ¢ a9%) —s f(x) > g(x).

Przyktad 11. Zastosowanie wniosku

7z

Rozwigzmy nierownosc:

32x-1 § gx+4
1. Funkcja wyktadnicza 3% jest scisle rosngca (a = 3 > 1). W zwigzku z tym :
3215 3+ s ox—15 x+ 4.
2. Rozwigzanie nierownosci liniowej

2X—-x>4+1 < x> 5.

3. Rozwigzaniem nierownosci jest zbior (5; o).
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Uwaga. Dzieki monotonicznosci funkcji wyktadniczej mozemy przeksztatcac nierdwnosci
wyktadnicze, na znacznie prostsze, nierownosci dla wyktadnikow poteg, co znaczgco

utatwia proces poszukiwania jej zbioru rozwigzywan.

Przyktad 12. Rozwigzac nierownosci:

a) 4X+7 < 82X—10

by (1\* < a3
)Z ~ )
c) 2X*5 4 X+ 1 5. 0X+2 (34
1X 1X
d) (=) —12-(= 27
)<9) (3) >0
1 3

e)

-1 9-3%'

Ad. a) Rozwigzujemy nierownosc:
4X +7 < 82X—1 0

1. Wyrazamy obie podstawy w postaci potegiliczby 2: 4 = 22 oraz 8 = 23. Podstawiamy

te wartosci do nierdwnosci:

(22)X+7 < (23)2X—1 0 .
2. Korzystajgc z wtasnosci 3 otrzymujemy:

22(X+7) < 23(2X—1 0) .

3. Po wykonaniu dziatari mamy

22X+1 4 < 26X—30

4
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4. Funkcja 2% jest rosngca (a = 2 > 1), wiec na mocy Whniosku 5:
22x+14 ( 26x=30 2y 114 ¢ 6x—30.
5. Rozwigzujemy nierdwnosc liniowg:
2X—6x<-30-14 <— —4x <44 = x> 11.

6. Zbidr rozwigzar nierownosci to (11; o).

Ad. b) Rozwigzujemy nierownosc:

W=

’ 6
X
-] <
(a) <
1. Wyznaczamy dziedzine nierownosci. Wyktadnik )9( jest okreslony, gdy x # 0. Zatem:

x € R\{0}.

z

2. Z wtasnosci 6 wynika % =471 co daje nieréwnos¢:

x|

(4‘1> < 43,
3. Nastepnie z Wtasnosci 3 otrzymujemy

_6
47x <4

W=

4. Funkcja wyktadnicza 4% jest rosngca (a = 4 > 1). W zwigzku z tym wobec Whniosku 5

otrzymujemy

xio
x| o
N

N
D
W=

|
OO_I —
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5. Mnozymy obie strony przez x2 (co nie zmienia zwrotu nieréwnosci, bo x2 > 0, w dziedzinie)

i dalej przeksztatcamy:

2

—6x<%<:>—18x<x

2 5 x24+18x > 0.

6. Rozwigzujemy nierownosc kwadratowa, tutaj wystarczy wytgczyc x przed nawias i

przeanalizowac znak funkcji w przedziatach:
X(x+18) > 0 <= |x € (—00,—-18]U[0,00) A X #O] — {x € (—00,—18]U (0, )

7. Rozwigzaniem nierownosci jest zbior (—oco,—18] U (0, 00).

Ad. ¢) Rozwigzujemy nierownosc:
OX*+S 4 pX+4 5. %42 ( 34,
1. Wylaczamy przed nawias wspdiny czynnik 2X+2:
2X+5 + 2X+4 +5. 2X+2 — 2X+2 (23 + 22 + 5> ]
2. Obliczamy wartos¢ w nawiasie
234+224+5=-8+4+5=17.
Zatem nierdwnosc przyjmuje postac:

2X+2 {7 ¢ 34.
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3. Dzielgc obie strony przez 17 otrzymujemy:
2X*2 ¢ 2 = 2X+2 (21,

4. Funkcja wyktadnicza 2% jest rosngca (a = 2 > 1), wiec korzystajac z Wniosku 5

poprzednia nierownosc jest rownowazna nierownosci dla wyktadnikow:
X+2<1&x<-1.

5. Rozwigzaniem nierownosci jest zbior (—oo; —1).

Ad. d) Rozwigzujemy nierownosc:

1 X 1 X

2
1. Zauwazmy, Zze z Wtasnosci 3 otrzymujemy% = (%) , oraz

- (G)) - ()

2. Nierownosc przyjmuje postac:

(- ) e

X
3. Wprowadzamy pomocniczg zmienng y = <%> , gdzie y > 0, teraz nierownosc

przyjmuje postac:

y2—12y +27 > 0.
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4. Rozwigzujemy rownanie kwadratowe y2—12y +27 =0:

A=(-122-4.1.27=144-108=36>0 — Ze istniejg dwa pierwiastki

y=122+6=9 v oyo12-8 g

5. Zatem wyrazenie y? — 12y + 27 jest dodatnie poza przedziatem [3, 9], czyli:
[y € (00, 3)U(9,0) Ay > 0} <y € (0,3) U (9, ).
6. Wracamy do zmiennej x, poprzednia nierownosc¢ oznacza, ze:
1 X 1 X 1 X
(5) €(0,3)U(9,00) <= 0« <§) <3V <§> > 9.

X
7. Zauwazmy najpierw, ze nierownosc 0 < (%) jest spetniona dla kazdego x € R
(z wtasnosci funkcji wyktadniczej - zbior wartosci), ponadto korzystajgc z Wtasnosci 6

widzimy, Ze poprzednia nierownosc jest rownowazna nastepujgcym:

(3) cov (3 o (3) < (3) v (3 (3)

X
8. Funkcja (%) jest scisle malejgca (0 < & < 1), zatem z Wiasnosci 6:

@ @ @ Q) = v

9. Ostatecznie otrzymujemy zbidr rozwigzarni: (—oo,—2) U (—1, 00).
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Ad. e) Rozwigzujemy nierownosc:

N
3¥—179-3

1. Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny nierownosci, aby wyrazenia miaty sens, mianowniki

muszg byc rozne od zera:
3¥-1#0 oraz 9-3*#0.
Z pierwszego warunku otrzymujemy:
3 41 «— 3¥#30 «— x 0.
Z drugiego warunku:
9-3¥+40 « 3 #3% «— x#2.

Zatem dziedzina to zbior: R\ {0, 2}.
2. Wprowadzamy zmienng y = 3%, gdzie y > 0. Nierdwnos¢ przyjmuje wtedy postac:
1 3
y=1 9-y
3. Sprowadzamy nieréwnosc¢ do wspdlnego mianownika, ktorym jest (y — 1)(9 — y).

Przeksztatcamy nierownosc:

18 @-n-30-1)

y-1 9-y y-=109-y)
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4. Wykonujemy dziatania w liczniku
9-y)-3(y—-1)=9-y—-3y+3=12-4y.

i ostatecznie nierownosc przyjmuje postac:

12— 4y

v-1o-y >

5. Rozwigzywanie bedzie baraziej intuicyjne, gdy skorzystamy z twierdzenia o nieréwnosciach

wymiernych, wtedy:

12— 4y

6. Przeprowadzamy analize znakdow w przedziatach (przypominamy y>0):

(0,1), (1,3), (3,9), (9, ).

7. Po analizie znakow w kazdym przedziale otrzymujemy:
(12=-4y)y=1)O9O=y)> 0Ny #1ANy #9 <— y € (1,3) U (9, ).

8. Powrdt do zmiennej x, z podstawienia y = 3%, daje:

3 e (1,3)U(9,x) < (1 <3X/\3X<3> v3Fsoe (3°<3XA3X<31> v 3% > 32,
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9. Podstawa funkcji wyktadniczej jest wieksza od jednego wiec funkcja wykfadnicza jest

rosngca, zatem z Wtasnosci 5
(30 < 3¥ A3 <31> V3532 = (0<xAXx<T)VX>2.

10. Ostatecznie rozwigzaniem nieréwnosci jest zbidr (0,1) U (2, o).

47
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
By Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze srodkéw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



i Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR I||||.

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska Narodowe Centrum Bad

Logarytmy i ich wtasnosci — rozwigzania przyktadowych

zadan

Przyktad 13. Obliczy¢:

16 1 c) log ~7Y7.
3) loge o5 b) logs 7767 v
Rozwigzanie:

Przypomnijmy definicje logarytmu:
Jezeli ae€(0,1)U(1,+), b>0tolog,b=c <= a®=>b.
Bezposrednio z definicji wynikajg nastepujgce wiasnosci:

Jezeliae Ry \{1}, be R,y ireR, to

(I) logza

() logz1 =0,
() logga" =r,
(IV) a 40920 — p

Ad a) Oznaczmy szukany logarytm jako ¢, wtedy korzystajac z definicji logarytmu

otrzymujemy
o 16 PN 2 C_ 16
92 525 5) 625

Rozwigzujac powyzsze rownanie wyktadnicze dostajemy

2\¢ 16 2\¢ 2% () /2\¢ [/2\* (s
X

X
(x) Podczas rozwigzania réwnania wykorzystujemy wtasnos¢ poteg: % = (g) , gdzie

abeR,, xeR.
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(=*) Wykorzystujemy fakt, ze funkcja wyktadnicza jest roznowartosciowa w swojej

dziedzinie.

Ad b) Analogicznie jak w przyktadzie poprzednim, korzystajac z definicji logarytmu mamy

1 1
|093% =C<:;>(3)C = %

Rozwigzujgc powyzsze réwnanie wykfadnicze dostajemy

1 :
3° = s = 30 = 37<(—$)>30=(3)—7 P

Zatem logs 7176 =—7.

X
(x) Wykorzystujemy nastepujgcg wtasnosc poteg: (a)™* = (;) ,a#0,xeZ-{0}.
(x*x) Wykorzystujemy ponownie fakt, ze funkcja wyktadnicza jest réznowartosciowa w

swojej dziedzinie.
Ad c) Zgodnie z okresleniem logarytmu mamy

Iogﬁ7\3/7=c<:> (ﬁ)c =77 — (7%)

(L0028 _ 7143 s 78 2 78

(0]

(<:>C

NIO
ODI-P
l

w]

8

3

Zatem log 5 7V/7 = 3

(x) Wykorzystujemy wtasnos$é poteg: a* - a¥ = aX*¥, gdzie a € R4, x,y € R.

(xx) Wykorzystujemy wiasnosé poteg: (a¥)¥ = a¥, gdzie a € Ry, x,y € R.

(*»*x) Korzystamy z faktu, ze funkcja wyktadnicza jest rownowartosciowa w swojej

dziedzinie.

Przyktad 14. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia
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logg 49 logs v/3+3 _ log, 16 1
a) log;3-log3 7 + 0gs 7 b) 9 2 0gy 4’ c) logg30—( 5+ 093 )

Rozwigzanie:

Przypomnijmy nastepujgce wtasnosci logarytmow.
Niech a,b € Ry \ {1}, ¢, x, y € Ry, ir € R. Wtedy
i) loggx +logay =loga(x - y),

i) log,x —log,y = log, f—,

(
(
(iii) loggx" =r -logg X,
( log, c
log, b’

iv) logyc =

Ad a) Zauwazmy, ze stosujgc wtasnosci logarytméw otrzymujemy

+log,49 M 4 223,

logg 49 (iv) 1
log7 3 -logs 7 + 0gs7 log+3- i

Ad b) Korzystajac z wtasnosci logarytmow mamy

9'093 \/§+% _ log2 16 (I;/) (32)'093 \/§+%

log, 4

—log, 16 " =

() gloga(v3)? g1 _ o (#) glogs3 g _o )5 5 _5_ 7

(x) Wykorzystujmy wtasnosé poteg: (a¥)” = @Y, gdzie a € R., x,y € R.

(»*) Wykorzystujmy wtasnosc¢ poteg: a*V = a¥ - a¥,gdzie a € R, x,y € R.

Ad c) Mamy

" log3 log 3 log3 log 3
() log3+log10-5log3—-1 1—-4log3—1 _—4ng<§__4

- log 3 - log 3 ~ log3
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Przyktad 15. Wykazac, ze wartos¢ wyrazenia Iog%1 3+ Iog%1 7 +10951 49 - logoq 3 jest

liczbg naturalna.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze stosujgc wiasnosci logarytmow oraz wzor skroconego mnozenia na

kwadrat sumy otrzymujemy

Iog%1 3+ Iog%1 7 +10951 49 -logsq 3 = Iog§1 3+ Iog§1 7 + 10994 72 logoq 3

@ Iog§1 3+ Iog§1 7 +2logsy 7 -10go1 3
- (logp1 7 +10gz1 32 2 (logp (7 - 3))2
= (logpq 21)2 =12 = 1

Liczba 1 € N. Co koriczy dowdd.

Przyktad 16. Wiedzac, ze logq4 2 = a, zas logy4 5 = b obliczy¢ log; 50.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

(iv) 1091450 logq4(2-25)

log- 50 "= 0g147 14
|0914?

(i)_(ii) |Og142 + |Og14 25 (w) |Og142 + 2/09145 : a+2b

~ logy414—-log142 =~ 1-logu2 ~ 1-a’
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Funkcje logarytmiczne — rozwigzania przyktadowych zadan

Przyktad 17. Wyznaczy¢ dziedzing naturalng funkciji

X
a) (x) = logg ==

b) f(x) = 1/|09% Ix=3l;

c) f(x) = logy,5(x% — 25) + 16 — 2x.

Rozwigzanie:
Funkcja logarytmiczna jest okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, ponadto
podstawa logarytmu jest liczbg dodatnig i r6zng od jednosci.
Ad a) Mamy
X
Df:{XERTX>O/\7—X?/O}

Zauwazmy, ze

%X>0/\7—X#0(:>X(7—X)>0/\X'T/7<:)X€(0,7)/\X#7<:>X€(0,7).

Zatem dziedzina badanej funkcji jest postaci Dy = (0, 7).

Ad b)
Df={xeR:Iog1|x—5|>0/\|x—5| >O}.
3

Zauwazmy, ze

logs [x =5 > 0A|x=5]|>0<«=logy |x—5| >log; 1 Ax #5
3 3 3
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Funkcja logarytmiczna o podstawie nalezgcej do przedziatu (0, 1) jest funkcjg malejaca,

wiec zmienia sie zwrot nierownosci.

logs |x =5 > log1 1 AX #5<=|x-5|<1AX#5
3 3
— -1<x-5<1AXx¥#5
<= 4<XxX<B6AXF5

< x € (4,5)U (5, 6).
Zatem dziedzina badanej funkcji jest postaci Dy = (4,5) U (5, 6).

Ad c)
Df={XGR:X2—25>0/\X+5>O/\X—5#1 /\16—2X>0}.

Mamy

x2=2550AX=-5>0Ax=-5#1A16-2x >0

< X € (—00,-B) U (5,00) AX >5AX #6AX < 8<=x € (5,6)U (6,8).

Dziedzing funkcji jest zbiér Dy = (5,6) U (6, 8).

2—X

Przyktad 18. Wykazaé parzystosé funkcji f(x) = x3 logs i x

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, ze funkcja f : X — R jest parzysta w zbiorze D,D C X wtedy i tylko
wtedy gdy:

/\ (=x € DAf(=x) = f(x)).

xeD

Zacznijmy od wyznaczenia dziedziny funkciji f

Df={xeR:§%>0/\2+x#0}={xeR:(2—x)(2+x)>0AX#—2}=(—2,2)
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Zatem dla dowolnego x € (-2, 2), rowniez —x € (-2, 2), czyli dziedzina jest zbiorem
symetrycznym wzgledem 0 na osi OX.

Ponadto dla dowolnego x € D mamy

- x3 (—Iogz (2%)) - x3 logy @:i) - f(x)

Badana funkcja jest wiec funkcjg parzysta.

Przyktad 19. Naszkicowac wykres funkcji f(x) = [log+ ;_);
39-Xx
Rozwigzanie:
W pierwszej kolejnosci wyznaczmy dziedzine funkc;ji f
3-x 2
Di=<xeR: >0N9—x=#0
f { 9—x2 ? }

_ {xeR:(B—x)(g—xz) 5 OAXER—{—S,S}}
= {XGR:(S—X)2(3+X) > O/\XER_{_S’S}}

= (=3, +00) — {3}

Zauwazmy, ze wzor funkcji mozna przeksztatci¢ do postaci:

lo ; = llo i =llo -
g%9—X2 - g% B+x)| g%3+X
= |log; (3 +x)7"| = '—Iog1(3+x) = |log (3 +x)| .
3 3 3

Zatem

f(x) = , X € (=3, +00) — {3}.

log1 (3 +x)
3
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Chcemy otrzymad wykres funkcji f poprzez przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej
0 podstawie % Niech
e f1(x) =logy x, wtedy
o f(x) =1y (: + 3). Wykres funkcji f, otrzymamy przez translacje o wektor v = [-3, 0]
wykresu funkgiji f4.
o f(x) = |fo(x)|. Wykres funkcji f otrzymamy przez czesciowag symetrie (y < 0)
wzgledem osi 0X wykresu funkgciji fo.

llustracja graficzna kolejnych przeksztatcen przedstawiona jest ponizej.

i i 2
ly\= fa(x) y = f1(x) : Iog% 6 /
| 1 ‘\/ |

2 1 2 3 4X
-1+

21

Przyktad 20. Rozwigzac graficznie rownanie : log1 x = —% |x—=1].
3

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia: f(x) = Iog% X oraz g(x) = —%|x -1].

Dziedzine réwnania jest zbior Dy = (0, co).

Rozwigzac réwnanie f(x) = g(x), to znaczy wyznaczy¢ zbidr tych argumentow nalezgcych
do przedziatu (0, +00) dla ktdrych funkcja f i g przyjmuje te same wartosci. Szkicujemy

we wspolnym uktadzie wspotrzednych wykresy obu funkcji w przedziale (0, +o0) .

55
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
- Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita  Dofinansowane przez NCBR ]| 3
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

y
3-.
21 7X) = 09, ()
1
/1 3 X
(X) = —x 1|
9w =-3

Z ilustracji graficznej mozna odczytac, ze wykresy funkcji przecinajg sie w punktach
(1,0) i (3,-1).

Sprawdzimy jesczcze poprawnos¢ odczytu: f(1) = log;(1) =0orazg(1) =0

oraz f(3) = Iog%(S) =—1oraz g(3) =—1, czyli f(1) = g(13) i f(3) =9(3).

Zatem nasze rownanie ma dwa rozwigzania: 1, 3.

Przyktad 21. Rozwigzac graficznie nieréwnos¢ : logo(x —2) — 1 > 4x —x2.

Rozwigzanie:
Przyjmijmy oznaczenia: f(x) = logo(x —2) — 1 oraz g(x) = 4x — x2.

Okreslmy dziedzine réwnania:
Di={xeR:x-2>0}=(2,00).

Szkicujemy na wspdlnym uktadzie wspoétrzednych wykresy obu funkcji w przedziale

(2, +00) .
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Rozwigzac¢ nieréwnosci f(x) > g(x), to znaczy wyznaczyC zbior tych argumentow

i Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - | NCBR I||||.

=4x - X

nalezgcych do przedziatu (2, +oo) dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci nie mniejsze
niz funkcja g, czyli wyznaczamy zbidr tych argumentdw dla ktdérych wykres funkciji f lezy
nad wykresem funkcji g lub wykresy te maja punkt wspadiny.

Wykresy funkcji przecinaja sie w punkcie (4, 0).

Sprawdzimy jesczcze poprawnos$c odczytu: f(4) = logs(4—2)—1 =log,2—1 = 0 oraz
g(4)=4-4—-42 =0, czyli f(4) = g(4).

Z rysunku odczytujemy, ze
f(x) = g(x) <= x € (4, +).

Zatem rozwigzaniem nieréwnosci jest przedziat (4, +00).

Przyktad 22. Rozwigzac¢ réwnanie

2 _ 4
X< —2X

X“—2X . q —
a) Iog%Iogs 5 =0 ) Iog%x—Z

b) logs(x +3)—2 =logs(x —1) —logy 8; e) logy(10—3¥) = 16094 V2x
c) logs(x —2)Vx =5 = 2v/x = 5;

=1+log; x;
2
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Rozwigzanie:

Ad a) Wyznaczamy dziedzine rownania

2_ 2_
D={XGR:%>O/\X—3#O/\I098%>O}.
Mamy
2 2
X< —2x X< —2x
= - | =
~_3 >0AXx—-3#0Alogg o >0
2_
<:>(X2—2X)(X—3)>0/\X7!3/\|098%>|0981
2
-2
(:)(:*i)x(x—Z)(x—S)>O/\x#3A%>1
2
—2
<=>xe(0,2)u(3,+oo)A%—1>o
2_oy_
e x € (0,2) U (3, 400) A X 2X=X*3
xX—-3
e x€(0,2)U(3,+0) A (x2=3x +3)(x=3) >0
(k)

= x€(0,2)U(3,+0) AXx—=3>0
<= x€(0,2) U (3,+00) Ax € (3,+0) <= x € (3, +0).
(x) Nieréwnosc¢ nie zmienia kierunku wynika to z faktu, ze funkcja logarytmiczna o

podstawie nalezgcej do przedziatu (1, co) jest rosngca.

(x*) Rozwigznie nieréwnosci x(x — 2)(x — 3) > 0 odczytujemy z ponizszego wykresu.

EEREY uRRyAE

0 2 "3

58
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
- Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



i Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - | NCBR I||||.

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

X(x—2)(x—3)>0<= x€(0,2) U (3, +o0)

(k) Zauwazmy, ze A\ x2—-3+3> 0 wiec (x2—3x +3)(x—3) > 0 <= x -3 > 0.
XeR
Zatem dziedzing réwnania jest zbior D = (3, +o0).

PrzejdZzmy teraz do rozwigzania réwnania. Korzystajgc z definicji logarytmu mamy

2_2 2_2 1 0
Iog1loggu=0/\xeD<:>Iogsu=(—) AXx €D
3 X—-3 X —

3 2
2_2 2_2
ﬁlogg%=1AxeD<:>%=81/\xeD
2 _ 2 _ oy _
)(—2)(—8=0/\xeD<:>X 2x 8X+24=0/\xeD
X—-3 X-3
x2—10x + 24 (%)

3 —0AXED L X2 10x+24=0AXx €D

< (x=4VX=6)AXx € (3,+0) < x € {4, 6}
(x) Wykorzystujemy znany fakt, ze

%=0Axe{xeR:o(x)#0}<=>P(X)=0AX€{X€R:Q(X)7‘°}'

Ad b) Wyznaczamy dziedzine rdwnania
D={xeR:x+3>0Ax—=1>0}=(1,+00).
Z wiasnosci logarytmu wiemy, ze 2 = 2log, 4 = logy 42 = log4 16, zatem

logg(x +3)—2 =logy(x—1)—logg 8 Ax €D

<= logy(x +3)—1094 16 = logy(x — 1) —log4 8 Ax € D

X+3 X—1
W=|Og4—/\X€D

g logy 3
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Korzystajgc z faktu, ze funkcja logarytmiczna jest roznowartosciowa w swojej dziedzinie

otrzymujemy

-1 -1
|Og4x1;63=|og4XT/\XGD<:>X1+63=XT/\X€D<:>X+3=2(X—2)/\X€D

— X=—TAXeED<—=x=7Ax€(1,+x0) <= x=7

Ad c) Wyznaczamy dziedzine réwnania
D={xeR:x-2>0Ax-52>0}=(5,+c0).

Mamy zatem

logs(x —2)Vx—-5=2Vx-5Ax €D+ vx—-5(logg(x—-2)-2)=0Ax €D
= (\/x—5=0vlogs(x—2)—2=0) AxeD
e (x=5=0Vlogg(x-2) =2) Ax € D &L (x=5vx-2=82) AxeD

<— (x=5Vx=27)Ax € (5,+0) < x € {5,27}
(x) Z definicji logarytmu mamy: logs(x —2) = 2 <= x — 2 = 5°.

Ad d) Wyznaczamy dziedzine rdwnania

D={X€R:X>O/\|Og1x—2#0}= (0,1>U(1,+oo).
5 4 4

Podstawiajac za logs x =t otrzymujemy
2

4

— =1+ D
log; x—2 +og%X/\xe
2

4
<:>t—2=1+t/\t=loglet7/2/\xeD
- 2
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Nastepnie rozwigzujgc réwnanie wymierne dostajemy

i—1—z‘=0/\z‘=Iog1x/\z‘=/2/\xeD
t-2 5
4 (1+t)(t-2) ~
— — _OAt_Iog%xAt#2AxeD
_2
&ttJr—l;E;:OAt:Iogm/\t#Z/\xeD
- 2

e tP—t-6=0At=log; X A\t #2Ax €D
2
= (t=-2Vt=3)ANt=logixANt#2AxeD
2

<= (log; x=-2Vvlog1 x=3)AxeD
2 2

f;l X = 1 _2\/x— 1 ’ AXxeD
“\2 “\2

<= x—4VX—1 AX € 01 U 1+
- "8 ' 4 4+
1

<:>xe{§,4}.

(x) Wykorzystujemy fakt, ze

%=0Axe{xeR:O(x)#0}<:>P(x)=0AX€{X€R10<X>#°}-

(xx) Korzystamy z definicji logarytmu.

Ad e) Wyznaczamy dziedzine rdwnania

D={xeR:10—3X>0A2—x>0m/2—x>o}
={xeR:3 <10AXx <2}

={x e R:x <logz310 Ax < 2}

Funkcja f(x) = logz x, x > 0 jest funkcjg rosngcg wobec tego 2 = logz 9 < logs 10 gdyz
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9 < 10. Zatem dziedzing naszego réwnania jest zbior D = (—o0, 2).

Przejdzmy teraz do rozwigzania rownania

loga(10 - 3¥) = 16199 V2% 1 x € D = logg(10 - 3¥) = (42)'9 V2X s x € D
M, 10g4(10 — 3¥) = 4109a(V2XP )\ y ¢ D s logg(10— 3¥) = 49922 A x € D
MM 10g5(10-3%) = 2= x) Ax € D ) 109210 - 3%) = log3 32X Ax € D
= 10-3 =32 AxeD<>10-3=9-3XAxeD

<=>10—3X—9-;—X —oaxeDEL (392410.3¥-9=0Ax€eD

— —t?+10t-9=0At=3At>0AXx€ED

= (t=1Vt=9YAt=3At>0Ax€D

= (B =9V =1)AxeD— (3*=32v3=3%AxeD

@(x=2\/x=O)Axe(—oo,2)<:>x=O

(x) Wykorzystujemy fakt, ze funkcja logarytmiczna jest roznowartosciowa.
(»*) Wiemy, ze A 3% > 0, wiec mozemy przez 3% obustronnie pomnozy¢ réwnanie.

xeR
(x*x) Korzystamy z réznowartosciowosci funkcji wyktadniczej.

Przyktad 23. Rozwigzac¢ nieréwnosci:

a) Iog% x—1] <-2; d) |OgX%+|092)1—( < =2;
b) Iog% vx+1<1 +Iog% V4 —x2; e) Iogx_4(2X2_9x+4) > 1.

c) logo x - logz x < logs 16;

Rozwigzanie:

Ad a) Ustalmy dziedzine nieréwnosci
D={xeR:|x-1|>0={xeR:x#1}=R—-{1}
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Mamy zatem

1 -2
logs X —1] <=2 Ax € D % Jog, Ix— 1] < log, (5) AxeD
2 2 2

— Iog%|x—1| < Iog%4/\x eD
& x-1>4AxeD

}g(x—1 <-4vx-1=24)AxeD

— x<-3VXx 25 AxeR-{1} < x € (—00,-3) U (5, ).
(x) Wykorzystujemy fakt, ze funkcja f(x) = log1 x, x > 0 jest funkcjg malejaca.
(x*x)Korzystamy z wtasnosci wartosci bezwzglzednej:

Jezelig>0to|x| >2g<«<—= (x<-gVx=>9).
Ad b) Wyznaczamy dziedzine nieréwnosci

D={xeR:x+1 >0AVX+1 >0/\\/4—X2>0/\4—X2>0}
={XER:X+1 >0AX+1 7‘0/\4—X2>0}

={xeR:x>-1A"-2<x<2}=(-1,2)
Stosujac wtasnosci logarytméw otrzymujemy nastepujgce przeksztatcenia

.. 1
logs vx+1<1+logy \/4—X2/\X€D<ﬂ> §Iogl(x+1) <1 +§Iogl(4—x2)/\xeD
2 2 2 2

—logi(x+1) <2+logs(4—-x2?)Ax €D
2 2

2 tog, (x +1) <log, ; +log, (4-x?) Ax € D
2 2

N

. 2
<(—$)>Iog1(x+1)<log14 X
2 2 4

AXxeD
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Korzystajgc z faktu, ze funkcja f(x) = log1 x, x > O jest funkcjg malejgca opuszczajac
2

logarytmy zmienimy zwrot nierownosci na przeciwny

2
xX+1> AXx eD
Y 2
4rax-d-x >O/\xeD<:>4X—X>O/\xeD
4(4 — x2) 4(4 - x2)

= 4(4x—Xx2)(4=x%) > OAX €D < 4x(x=2)(x +2)(x —=4) > 0AX €D

Ly € (c00,-2) U (0,2) U (4, 00) A x € (—1,2) <= x € (0, 2).

(x) Rozwigzanie nieréwnosci wielomianowej x(x + 2)(x — 2)(x —4) > 0 odczytujemy z

ponizszego wykresu.

Zatem mamy

XX +2)(x=2)(x—4) > 0 <= x € (—00,—2) U (0,2) U (4, ).

Ad c) Dziedzing nieréwnosci jest zbidér D = (0, +o0). Mamy zatem

logs x
log, 3

Iogzx-log3x<Iog316/\xeD&Ioggx <logz16 Ax €D
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Zauwazmy, ze liczba log, 3 jest dodatnia wiec

(logp x)?
log, 3
(iv) ) |092 16

< (logs x)< < i

<:>(Iogzx)2<4/\xeD<:>t2<4/\t=logzxAteRAxeD

< Iog316/\xeD<=>(logzx)2 <logz16-logo3AXx €D

logz8 A x € D <= (log, x)? < log, 16 Ax € D

= -2<t<2At=logox Nt e RAXeD = -2<logox <2Ax€eD

8. 109,272 < logy x < logp 22 Ax € D 2 % <X <A4NXE(0,+00) =X € (%,4)-

(x)"Opuszczajgc logarytmy" nie zmieniamy kierunku nieréwnosci, gdyz funkcja f(x) =

logs x, x > 0 jest funkcjg rosnaca.

Ad d)Dziedzina nieréwnoscito zbiorD ={x e R:x > 0Ax #1 Ax #0} = (0,1)U (1, +00)

1
v logs =
1 1 2 1
Iogx§+logz)—(<—2AxeD<('—$)> Iogz)z( +Iogg)—(<—2/\X€D
-1
7 2X—Ioggx<—2AxeD

—1
<:>T—t<—2/\t=logzxAt7!0/\xeD

—1—t2+2t
t
<:>—(t2—2t+1)t<0/\t=IogzxAt;/O/\xeD

<OAt=logox ANt#0AX €D

e —t(t—-1)2 <OAt=logox At#0AX €D
&te(O,+oo)/\t=logzxAt;10/\xeD

<= 100ox>0AXx €D <=logox >logo1Ax €D
By s 1ax e (0,1) U, +00)

< x € (1, +0)
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(x) Zauwazmy, ze /\ (t—1)? > O wiec —t(t = 1)2 < 0 <= —t <0 <=1 > 0.

t#0
(xx) Znak nieréwnosci nie ulega zmianie gdyz funkcja f(x) = logs x, x > 0 jest funkcja

rosngca.
Ad e) Ustalmy dziedzine nierdwnosci

D:{XER:X—4>O/\X—4—7/1/\2x2—9x+4>0}

={XEIR:X—4>O/\X#5AX€ (—w,%)U(4,+OO)}

=(4,5) U (5, +0)

PrzejdZmy do rozwigzania nieréwnosci

logy_4(2x%—9x +4) > 1 Ax € (4,5) U (5, +o0)

L) jog, 4 (2x2—9x +4) > log,_4(x —4) A (X € (4,5) V X € (5, +0))

& [(logy_4(2x2 =9 + 4) > log,_4(x—4) A x € (4,5)

V(logy_4(2x% —9x + 4) > log,_4(x —4) A X € (5, +00))

(o) (@2 -9x+4<x—4nxc(4,5)V(@2-9x+4>x-4AX € (5,+))
— [(2)(2— 10x+8 <OAX € (4,5)V(2x2—10x+8 > 0 A x € (5,+oo))]
— [(x € (1,4) Ax €(4,5)) V(X € (—o0,1) U (4, +0) A X € (5, +00))]

=[x DVxe(5+x)] < x € (5, +0)

() Korzystamy definicji sumy zbiorow x c AUB <= x € AV x € B.

(x*x) Wykorzystujemy prawo rozdzielnos¢ koniunkcji wzgledem alternatywy.

(xxx) Wiemy, ze funkcja f(x) = logg x, x > 0,a € (0, 1) jest funkcjg malejaca i "opuszczajgc
logarytmy" zmieniamy znak nieréwnosci na przeciwny, zas funkcja f(x) = log; x, x >

0,a € (1, 00) jest funkcjg rosngcg, znak nieréwnosci pozostaje bez zmian.
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