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Funkcje elementarne. Rédwnania i nierébwnosci

Wartos¢ bezwzgledna

Zadanie
Znalez¢ rozwigzanie nierownosci

[x +3|+|x—2|<|x+ 1|+ 1.

Rozwigzanie
Aby rozwigza¢ nierbwnos¢ nalezy odpowiednio wyznaczy¢é wartosci bezwzgledne

wystepujgce w réwnaniu w zaleznosci od znaku wyrazenia wewnatrz kazdego
sktgdnika z wartoscig bezwzgledng Przypomnijmy, ze wartosci bezwzgledna z liczby
nieujemnej jest tg samg liczbg, czyli gdy a > 0 to
lal = a,
za$ warto$¢ bezwzgledna z liczby ujemnej jest liczbg przeciwng, czyli jesli a < 0, to
la| = —a.
Mamy wiec: - gdy x + 3 > 0, co jest rownowazne x > —3, to
[x+3]=x+3,
zas x + 3 < 0, co jest rownowazne x < —3, to
x+3|=—-(x+3)=—x—3.
gdy x — 2 > 0, co jest rbwnowazne x > 2, to
|x = 2| =x -2,
zas x — 2 < 0, co jest rownowazne x < 2, to
lx =2 =—-(x—2)=—x+ 2.
gdy x +1 > 0, co jest rownowazne x > —1, to
[x+1]=x+1,
zas x +1 <0, co jest rownowazne x < —1, to
x+1]=—-(x+1)=—-x—-1.
Miejsca zerowe wyrazen x+3, x—2 i x+ 1, czyli punkty -3,2,-1 dzielg catg os
rzeczywistg na przedziaty: (—o,-3), [-2,—1) , [-1,2) i [2,+), w ktérych kazde
z powyzszych wyrazen ma staty znak. Rozwigzujemy dane rownanie w kazdym
z wymienionych przedziatéw.

e Niech x € (—,—3). Wtedy rownanie przybiera postac
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—-(x+3))—-(x—-2)<—-(x+1)+1
Mamy dalej
—x—3—-x+2<-x-1+1
—2x—1<—x
—2x—14+x<0
-x—1<0
—x <1
x=-—1
Ostatecznie
x € [-1,+00) N (—o0,—-3) = 0.
Zatem w tym przypadku x € @.
e Niech x € [-3,—1). Réwnanie wtedy przybiera postac
x+3—-(x-2)<-(x+1+1
Mamy
x+3—x+2<—x—-1+1
5<—x
x < —5.
Ostatecznie
x € [-3,—-1) N (—o,-5] = [-1,1) = 0.
Zatem w tym przypadku réwniez x € Q.
Niech x € [-1,2). Wéwczas mamy
x+3—-(x—-2)<x+1+1
x+3—x+2<x+2
5<x+2
5—-2<x
x = 3.
Ostatecznie
x € [3,+0) N [—1,2) = @.
Zatem w tym przypadku réwniez x € @.
e Niech x € [2,+x). WOwczas rownanie przybiera postac
x+2+x—-2<x+1+1
2
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Mamy dalej

2x <x+ 2

2x —x < 2

x<2
Ostatecznie
X € (—0,2] N [2,+o) = {2}.
Rozwigzaniem koncowym nierownosci jest suma rozwigzan otrzymanych
w kazdym z przypadkow czgstkowych, czyli
XxEQPUOUOU{2}= {2},

czyli rbwnanie posiada tylko jedno rozwigzanie x = 2.
Réwnania i nierébwnosci wymierne

Zadanie
Znalez¢ rozwigzanie rownania

x+2 2x+1_2x+1 1—x
x+1 x2—-1 1—-x 1+4+x

Rozwigzanie
Dziedzina réwnania: zakladamy, ze wszystkie mianowniki sg ré6zne od zera

x—1#0, x+1#0, (x—1(x+1)=0.
Czyli dziedzing réwnania jest zbiér R — {—1,1}. Mamy
x+2 2x +1 _ 2x+1 1—x
x+1 (x—-Dx+1) —-(x-1) x+1
Sprowadzamy utamki do wspélnego mianownika
x+2)x—1)—(2x+1) B —-2x+1) 1-—x

x+1Dx—-1) T ox—1  1+x
x2—x+2x—2-2x-1 —-QRx+Dx+D-A-x0)x-1)
x—1D(x+1) x—1D1+x)
x?—x—-3  —Qx*+2x+x+1D+(x-1)*
x—D(x+1) x—1Dx+1)
x?—x—3  —Q2x*+3x+1)+x*—2x+1
x—Dkx+1) x—1Dx+1)
x?—x—3  —2x?-3x—-1+4+x*>—-2x+1
(x—1D(x+1) x—1Dx+1)
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x2—x—-3 B —x% —5x
x—Dx+1) (x-D+1)

Poréwnujemy liczniki utamkow

x?—x—-3=—-x%-"5x
Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strone rownania:
x2—x—3+x>+5x=0
2x%2+4x -3 =0.
Rozwigzujemy powyzsze réwnanie kwadratowe
A=42—-4.2.(=3)=16+24=40> 0.
Zatem powyzsze rownanie ma dwa rozwigzania

—4—\/40_—4—\/4-10_—4—\/1-\/10_—4—2~\/10_—2—\/10
2.2 4 N 4 N 4 - 2 ’

—44+v40 —4++4-10 —4+v4-V10 —4+2-V10 —2++10
2.2 4 B 4 B 4 B 2
Poniewaz x; ¢ {—1,1} i x, ¢ {—1,1} wiec sg to rozwigzania tego réwnania.

Zadanie
Wyznaczy¢ rozwigzanie nierownosci

x+2 2x+1>2x+1 1—x
x+1 x2—-1"1—-x 1+4+x

Rozwigzanie
Powyzsza nierowno$¢ powstata przez zmiane znaku rownosci w réwnaniu

z poprzedniego zadania. Podobnie jak w przypadku roéwnania, zaktadamy,
ze wszystkie mianowniki sg rézne od zera

x—1#0, x+1#0, (x—1(x+1)=0.
Czyli dziedzing nieréwnosci jest zbiér R — {—1,1}. Z poprzedniego zadania wiemy,
ze po sprowadzeniu do wspolnego mianownika utamkéw znajdujgcych sie po obu
stronach nieréwnosci otrzymujemy

x2—x-3 - —x? —5x
x—Dkx+1)  (x—D+1)

Stad
x2—x-3 —x2 —5x
_ >0,
x—1Dx+1) (x—-1Dx+1)
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x?2—x—-3—(—x?-5x)
(x—Dkx+1)
xz—x—3+x2+5x>0
x-Dkxx+1) 7
2x%+4x—3 -0
x—Dx+1)

Mnozgc obie strony nierownosci przez kwadrat mianownika, czyli przez wielomian

=0,

(x —1)?(x + 1), co jest liczbg dodatnig dla dowolnego x z dziedziny nieréwnosci,
otrzymujemy

2x?+4x -3)(x—1D(x+1)=>0.
Z poprzedniego zadania wiemy ze pierwiastkami wielomianu 2x? + 4x — 3 sg liczby

_—2-+10 -2 ++/10

X, = 2 =~ _2,58, Xy = 2

~ 0,58.

Stad

2x%2 +4x — 3 =2(x — x)(x — x,).
Nieréwnos$¢ przybiera wiec postac

2 —x)(x—x)(x—1D(x+1) =0,
| po podzielenu obu stron nieréwnosci przez 2 otrzymujemy ostatecznie

x—x)x—x)(x—1D(x+1)=0
Powyzszg nieréwnosc¢ rozwigzujemy graficznie. Zauwazmy, ze po wymnozeniu lewe;j
strony otrzymujemy, ze wspotczynnik przy x* wynosi 1 i jest liczbg dodatnig. Dlatego
wykres w +oo “startuje” powyzej osi (wielomian stanowigcy lewg strone nieréwnosci
ma w +oo granice wynoszgcg +oo) i “przechodzi” przez miejsca zerowe powyzszego
wielomianu (tzn. x,,x,,1,—1) poniewaz kazdy czynnik (nawias) jest podniesiony do
potegi pierwszej czyli nieparzystej (w przypadku parzystego wykfadnika przy
czynniku, wykres “dochodzi” do miejsca zerowego dopowiadajgcego temu
czynnikowi i nie przechodzi na drugg strone - w rozwazanej nierobwnosci ten
przypadek nie zachodzi). Ponizszy rysunek przedstawia szkic wykresu lewej strony

nierdwnosci.
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-2

-3

-4

=

Przyblizony wykres lewej strony nieréwnosci.
Rozwigzaniem nieréwno$ci, po uwzglednieniu dziedziny tzn. x # —1ix # 1, jest

x € (—0,x,] U (—1,x,] U (1, +0).
Nieréwnosci wyktadnicze

Zadanie
Rozwigz nieréwnos¢
1 1
< .
3¥—17 3% 42

Rozwigzanie
Wyznaczamy dziedzine rownania: zakladamy, ze mianowniki sg rézne od zera, czyli
3*—1+#0,
oraz
3**t1 + 2 # 0.
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Pierwszy warunek jest rownowazny
3% # 30
CO oznacza, ze x # 0. Drugi warunek oznacza, ze
3x+1 ¢ _2
i jest on spetiony dla dowolnego x € R poniewaz liczba 3**! jest dodatnia dla

kazdego x € R. Zatem nieréwnos¢ jest okreslone dla x € R\{0}. Mamy
1 1
< .
3*—1"3*¥-3+2
Wprowadzmy oznaczenie t = 3*. Oczywiscie t > 0 i t # 1 gdy x € R\{0}. Woéwczas

réwnanie przybiera postac
1 1
< :
t—1 3t+2

Mamy
1 1
— <
t—1 3t+2~
3t+2 t—1 -
t—-1@t+2) (t-1)@t+2)~
3t+2—-(t—1)
<0
(t—1)@Et+2)
3t+2—-t+1 <0
t—-1@t+2) "
2t+3
<
(t—1@Bt+2)
Mnozgc obie strony nierbwnosci przez kwadrat mianownika, czyli przez
(t — 1?3t + 2)?,

co jest wyrazeniem dodatnim dla dowolnego t > 0 takiego, ze t # 1 (jest to liczba

0

0

0.

rézna od zera podniesiona do kwadratu), otrzymujemy nieréwnos¢
t+3)(t—-1)@Bt+2) <0,

ktérg rozwigzanie wyznaczamy graficznie, szkicujgc wykres wielomianu po lewe;j

2

stronie. Miejsca zerowe kazdego z jego czynnikdw to odpowiednio —3, 1, -3

Poniewaz wspétczynnik przy t3 wspomnianego wielomianu jest dodatni, wiec
szkicowanie wykresu rozpoczynamy powyzej osi w +oo, i przechdzimy przez

wszystkie miejsca zerowe (kazdy z czynnikdw jest podniesiony do pierwszej czyli
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nieparzystej potegi). Ponizszy rysunek przedstawia szkic wykresu tego wielomianu.

o4

Zatem rozwigzanie nierownosci to
£ € (=00 —2]U [—3,1].
2 3

Przypomnijmy, ze dziedzing nierownosci jest

t € (0, +0)\{1}.
Zatem ostatecznie

t € (0,1),

czyli0 <t < 1. Poniewaz t = 3* zatem otrzymujemy nieréwnosci

3*>0 i3*< 1.
Nierownos¢ 3* > 0 jest spetniona dla dowolnego x € R. Mamy wiec

3* <1
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3* < 39,
Przypomnijmy, ze funkcja wyktadnicza f(x) = a*, gdzie a >0 i a # 1 jest rosngca
gdy a > 1, zas jest malejgca gdy a € (0,1). Na ponizszych rysunkach przypominamy
przyktadowe wykresy funkcji wyktadniczych w obu przypadkach.

-3 -2 -1 0 1 2 3
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Wracajgc do nierownosci
3* < 39,
poniewaz 3 > 1, zatem otrzymujemy
x < 0.

Zadanie
Rozwigzac rownanie

log,(V2x) + log,(V4x + 13) + 1 = log;6.

Rozwigzanie

| NCBR»

Narodowe Centrum Badan i Rozwoju

Wyznaczamy dziedzine rownania - zaktadamy, ze wyrazenia pod pierwiastkami sg

nieujemne oraz ze wyrazenia pod logarytmami sg dodatnie. Zatem wystarczy

zatozy¢, ze wyrazenia pod pierwiastkami sg dodatnie
2x >0 1 4x+13 >0,

> > .
X

Zatem rownanie okreslone dla x € (0, +).
Przypomnijmy niezbedne wtasnosci dla logarytmow

log,b +log,c =log,(b-¢c), a>0,a+1,b>0,c>0,
b
log,b — logac—loga ,a>0,a+1,b,c >0,

oraz
log,a=1, a>0,a+1.
Mamy
logz(\/ﬂ : M) + log,2 = log,6

logz(\/ﬂ Vix + 13 ) log,6 — log,2
6
log,(V2x - VAx + 13) = logzz
log, (V2x - VAx + 13) = log,3

Z ponizszej wtasnosci
log,b¢ =c-log,b,a>0,a#1,b >0,

otrzymujemy
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1 1
log, |(2x)2 - (4x + 13)5] = log,3,
1
log,[2x - (4x + 13)]2 = log,3,
%logz[Zx- (4x + 13)] = log,3.

Po pomnozeniu obu stron rownania przez 2 otrzymujemy
log,[2x - (4x + 13)] = 2log,3.
log,[2x - (4x + 13)] = log,32,
log,[2x - (4x + 13)] = log,9.

Zatem

2x - (4x + 13) =9,
8x%2+26x =09,
8x2 + 26x — 9 = 0.
Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe
A=26—4-8-(—9) =676+ 288 = 964.
VA =964 = V& - 241 = 24/241 ~ 2 - 15,52.
Stad
—26—2v241 -13—+241
X, = > 8 = 3 & (0, +00),
—26+2v241 —13++241
Xy = > 8 = 3 € (0, +0).
Zatem jedynym rozwigzaniem rownania jest
X = %\/m =~ 0,32.

Funkcje trygonometryczne

Zadanie

Naszkicowac¢ wykres funkcji

f(x) = |4cos(x + )| — 2,

a nastepnie znalez¢ rozwigzanie nierOwnosci

fx) <0,

w przedziale [0,27].
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Aby naszkicowac¢ wykres funkcji y = |4cos(x + m)| — 2 nalezy dokona¢ odpowiednich

przeksztatcen wykresu funkcji y = cosx. Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = cosx

wyglada nastepujgco.

y = COSX

Wykres funkcji y = 4cosx wyznaczamy mnozgc kazdg wartosc funkcji y = cosx przez

4. W szczegolnosci: miejsca zerowe dla y = 4cosx i y = cosx sg takie same (bo 4 -

0 = 0); w punktach, w ktérych funkcja y = cosx przyjmuje wartos¢ 1, funkcja y =

4cosx przyjmuje wartos¢ 4 itd. Otrzymamy wtedy nastepujgcy wykres dla y = 4cosx.

w

~

y = 4cosx

-4

w/ ™ 32 2w
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Wykres funkcji y = |4cosx| otrzymujemy z wykresu funkcji y = 4cosx przeksztatacjac
przez symetrie wzgledem poziomej osi uktadu wspoétrzednych te czesci wykresu
funkcji y = 4cosx, dla ktérych 4cosx <0 tzn. lezgcych pod osig pozioma,
i pozostawiajgc bez zmian pozostate (te znajdujgce sie powyzej osi poziomej) czesci

wykresu tej funkcji. Zatem otrzymujemy nastepujacy wykres dla y = |4cosx]|.

y = |4 cos x|

-T2 0 mi2 i ami2 21

Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = F(x — a) + b otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = F(x) o wektor [a, b]. Zatem wykres funkcji y = |4cos(x + m)| — 2
otrzymujemy dokonujgc przesuniecia wykresu funkcji y = |4cosx| o wektor [—m, —2].

Otrzymujemy w ten sposoéb ponizszy wykres dla y = |4cos(x + m)| — 2.
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y = |4cos(x + )| — 2

NCBR»

Narodowe Centrum Badan i Rozwoju

\WAVA

-mi2 0 3m/2

-2

Nieréwnos¢ f(x) < 0 rozwigzujemy graficznie: rozwigzaniem nieréwnosci bedg te

przedziaty, dla ktérych wykres funkcji y = |4cos(x + m)| — 2 znajduje sie ponizej osi

poziome;.

Wyznaczmy analitycznie miejsca zerowe dla y = |4cos(x + m)| —2 w przedziale

[0,27], czyli rozwigzania rownania
|4cos(x + )| —2 =0,

lub rownowaznie

|4cos(x + m)| = 2.
Powyzsze réwnanie jest rownowazne ponizszym rownaniom

4cos(x +m) = -2,
lub

4cos(x +m) = 2.
Rozwigzujemy pierwsze z tych rownan, czyli

4cos(x +m) = —2.
Mamy

4cos(x +m) = =2,

1
cos(x +m) = —

14
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x+n=n—g+2k7rlubx+7r=7r+g+ 2k,
gdzie k jest dowolng liczbg catkowitg. Stad
/s T
X = —§+2k7'[ lub x =§+2k7'[.

Rozwigzujemy drugie rownanie, czyli
4cos(x +m) = 2.
Mamy

1
cos(x +m) = >

T is
x+n=§+2kn|ubx+n=27r—§+2k7r,

T is
x=—7T+§+2k7rlubx=—7r+27r—§+2k7r,

2 2
x=—§n+2k7r|ubx=§7t+2kn.

Sposréd powyzszych wartosci, do przedziatu [0,27] nalezg jedynie liczby
1 2 4 5

§TL’,§TL’,§TL’,§7T.

Na wykresie funkcji f(x) = |4cos(x + m)| — 2 widzimy, ze rozwigzaniem nieréwnosci

f(x) < 0w przedziale [0,27] jest

E(l 2 )U(4 5)
X 37r,37r 3n,3n.

Zadanie
Znalezc¢ rozwigzanie rownania

sin3x = cos2x,
oraz rozwigzanie nierownosci

sin3x = cos2x,
w przedziale [0,27].

Rozwigzanie
Wykorzystujemy tozsamos¢
. T
Sina = COoS (E — Of),
do prawej strony réwnania i otrzymujemy
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cos (g — Bx) = C0S2x,

COS2X = CO0S (g - 3x).

Przypomnijmy, ze jesli cosa = cosp, to
a=L+2kr lub a=-p+2kmn,

gdzie k jest dowolng liczbg catkowitg. Zatem

2 = (g— 3x)+2kn lub 2x=- (g— 3x) + 2k,

T T
5x=§+2k7r lub 2x=—§+ 3x + 2km.

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie

T
5x ==+ 2km,
2
o +2k7r
=107 s

Rozwigzujemy drugie rownanie

2x = —g+ 3x + 2km,
T
—X = — 5 + 2km,
T
X = 5~ 2km.
Zatem otrzymujemy rozwigzania
n  2km s
X =E+T lub x ZE_an'
Sposréd powyzszych liczb, w przedziale [0,27] znajdujg sie liczby
m 1w 9 13w
10°2°10° 10"
Aby znalez¢ rozwigzanie w przedziale [0,21r] nierownosci

sin3x = cos2x,

naszkicujemy najpierw wykresy funkcji obu stron nieréwnosci. Wykres funkcji

sin3x przedstawia ponizszy rysunek.

| NCBR»

Narodowe Centrum Badan i Rozwoju

y:
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y = sin(3x)

AN ANVANVA
(IRVARV/

Ponizej przedstawiony jest wykres funkcji y = cos2x.

y = cos(2x)

N/ [N/

Przedstawmy oba wykresy na jednym rysunku.

y =|cos(2x) y = sin(3x)

0 w2 /2 m
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Rozwigzaniem nieréwnosci sg te przedzialty zawarte w [0,27], w ktérych wykres
funkcji y = sin3x jest powyzej lub rowny wykresowi y = cos2x. Zatem rozwigzanie
nierdwnosci to

[l 97‘[] [137‘[ 177‘[

10’10

Granice ciggow

Zadanie
Oblicz granice

2-n+2n*(1-n?
noe (5 +n)3(1—n)?

Rozwigzanie

Mamy

(2-n+2n°)(1—-n?)
now  (5+n3A-n)?

Poniewaz
1 1
lim —3—0 lim —2—0 lim — =0,
n-o N n—-oo N n—-oco N
Wykorzystujgc wtasnosci (przy zatozeniu, ze granice ponizszych ciggow istniejg i sg
skonczone
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lim (a, + b,) = lim a,, + lim b,
n—0oo n—0oo n—oo
lim (¢-a,) =c- lima,, c €R,
n—oo

n—-oo

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,,
n—oo n—oo n—oo

oraz
k
lim (a,)* = (lim an) ,k €N,
n—oo n—»oo
otrzymujemy
1 1 1
- (2=-n+2n3dA-n?» _ (Z'ﬁ_FJ’Z)'(ﬁ_l)
lim = lim 3 z
noo (54 n)3(1—n)? e (5 1 + 1) . (1_ 1)
n n
(2:0-0+2)-(0—-1)  2-(-1) _2_,
- G0+ 1D2-(0-1)3  12-(-1)3 -1 7
Zadanie

Oblicz granice

lim (\/5n2+3n+1—\/5n2+n).

n—->oo

Rozwigzanie
Mamy

lim (\/5n2+3n+1—\/5n2+n) =

n—-oo

(V5n2+3n+1++V5n2 +n)

= lim (\/5n2+3n+1—\/5n2+n)-
n—-oo

n-e V5n2+3n+1++V5n2+n
. (VsnZ+3n+1) - (VSnZ+n) _
now  \5n24+3n+1+V5n2+n
~ 5n2+43n+1-(5n%+n)
noeo V5n2+3n+1++V5n2+n
e 5n2+3n+1—-5n%—n

_”l—l’g\/Sn2+3n+1+\/5n2+n

i 2n+1
:”%\/Sn2+3n+1+\/5n2+n

(VsnZ+3n+1+Von2+n)
. (VsnZ+3n+1-+v5n2+n)- (V5n2 +3n+1++V5n% +n)
im =
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Korzystajgc z wtasnosci

Va-b=+a-Vb,ab =0,

otrzymujemy dalej

n-oo 3n 1 n
VnZ- [5+ 7+ +Vn?: |5+
1
n-{2+=
= lim ( n) =
n-eo 3 1 1
n 5+E+F+n 5+H
1
n-(2+-—
= lim ( n) =
n-o 3 1 1
n <\[5+E+F+\[5+E>
I
= lim =
n-eo 3 1 1
\/5+H+F+\/5+E
Poniewaz
1 . .3 1
lim — =0, lim —2=0, lim —=1lim3-—=0,
n—-oco N n-o N n-o N n—-oo n
oraz

lim /a, = [lim a,
n—-oo n—->oo

przy zatozeniu, ze a, =0 dla dowolnego n € N oraz lim a, istnieje (jest liczbg
n—-oco

skonczong), zatem

oraz
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] 1
lim [5+4+—=+5.
n—-oo n

Ostatecznie otrzymujemy

lim (\/5n2+3n+1—\/5n2+n = lim

+
n—-oo
J5+ +t \[5%
2

"5 +v5 2\/5 @

Zadanie
Oblicz granice
3n+2 + 5n—1
lim

nooo 2 .32n+1 4 on’

Rozwigzanie
Korzystamy z ponizszych praw dziatan na potegach

av'm=a"-a™, (@) =a"", a"=—, a>0.
a

Mamy

3n+2 + 5n—1
,lll_lllo 2 -32n+1 4 9n =

3"-32+5".57"

B R T
n
5n(gn 945 )
= lim =
m on
3o (64 557)

3n 1
el
B nl_I)‘f)lo (32)n . (6 _|_2_n> B

(32)n
3n 1
5" sn 9+s5

n-ooo 9N 2n

6+9n

3\" 1

 im 5" (5) ot
6 e
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Teraz wykorzystujemy wiasnos¢ ciggu geometrycznego: jesli |q| < 1, to

lim q" =

n—oo

Zatem

5 n
lim (—) =0,

n—oo

3 n
lim (5) =0

Ostatecznie otrzymujemy

n
3n+2+5n—1 5 n (%) 9+; 0.9+%
lim ———— = lim (—) . o 0- =0.
nooo 232N+l L 2N o0 \OQ 2 6+0
6+(5)

Zadanie
Oblicz granice

3
1_ n3 + 3 5n°+6
nggo nd3 + 4 '

Rozwigzanie
Wykorzystamy tu fakt, ze jezeli

lim a, = +o

n—oo
lub
lim a,, = —o0
n—-oo
to
1\%
lim (1 + —) =e.
n—-oo an

Zauwazmy tez, ze dla dowolnego b # 0 mamy
b\
lim (1 +—> =
n—oo an
an

_ 1
B %l—{go (1 + an/b> B

1 an/b b
=1£1_1)1010 <(1+an/b> > '

Jesli a,, » o (moze by¢ 400 lub —) gdy n — 400, to réwniez a,,/b — o, zatem
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Mamy
Tl3+3 5n°+6
nl—?c}o <n3+4> -
_ n3 43\ /n®+3\°
All?o<n3+4> '<n3+4> -
3
o nt (1+-%) ™ | n? (1+3%) 6=
noe n3(1+%) n3(1+%)
5n3 6
= lim <1+%> -<1+% =
noe 1+—= 1+—
n n
5n3 6
(22 ()
) ()
<(1+1)n3>5 31
3 -
= lim N L A
Teey) )
Wiemy, ze
fin 250
oraz
fin 75 =0

Ze wzgledu na fakt, ze wyktadnik “6” wystepujgcy w wyrazach ponizszych ciggéw nie

zalezy od n, mamy
6

3
lim (1+—3> =(1+0)°=1°=1,
n—oo n
i podobnie
4 6
lim (1+—3> =(1+0)°=1°=1.
n—oo n
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Wykorzystujgc wspomniany wyzej fakt, ze dla dowolnego b # 0 zachodzi

) b
lim (1 +—> =eb,
an

n—oo

o ile a, jest rozbiezny do nieskonczonosci, otrzymujemy

3

3 n
lim (1 + —3) = (e3)> = e35 =5,
n—oo n
Analogicznie
4\"
lim (1 +—3> = (e?)’ =e*® = 20,
n—oo n
Stad
3
1_ n3 + 3 5n°+6 _
noe \n3 + 4 B

Granice funkciji, ciggtos¢ funkcji, asymptoty

Zadanie
Oblicz granice

I ( 4 1 )
xl—rg x2—4 x—2'

Rozwigzanie
Mamy

im -
xl—rg x2 — 4 X —2 B

_ 4 1
:}cl—r:r}((x—Z)(x+2)_x—2>:
: 4 x+2
:L‘lr%((x—z)(xn)_(x—z)(x+z)) -

. 4—(x+2) B
_xl—lg(x—Z)(x+2)_
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4 —x—2
= e T DD
2—x
=l e TGt
~lim —(x—2)
3 (x—2)(x+ 2)
-1 -1 1
B P Rl Iy Ry

Zadanie
Oblicz granice

lim (=3x%+ 10x3 + 4x%2 —x + 1).

X—>—00

Rozwigzanie
Mamy
lim (=3x>+10x3 +4x2—x+1) =
X——00
x3 x? x 1
= limx°(-3+10-—+4-———+1-—| =
xX——00 x5 x5 x5
1 1 1 1
= lim x5 ( 34+10- 4-———+1-—).
X——00 x3 x4- x5
Poniewaz
lim x° = —oo,
X——00
oraz dla k € {2,3,4,5}, mamy
li L 0
oo K

Stad
_ 1 1 1 1
lim (—3+10-—2+4-———+1-—5>=—3+10-0+4-0—0+1-0=—3.
X——00 X X X

Ostatecznie otrzymujemy
lim (—3x>+10x3 +4x2—x+1) =

X—>—co

1 1 1 1
=limx5-( 3+10- —+4 x—+1-—)=+00.

X——co

Zadanie
Oblicz granice funkgcji
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sin10x
im————.
x—0Sin5x - cos2x

Rozwigzanie (I sposdb)
Prawdziwe sg wzory

sint
lim—=1, lim—=1.
t-0 t t—0 sint
Powyzsze rownosci oznaczajg, ze przy wartosci miary (tukowej) kata bliskiej zeru,
wartos¢ sinusa tego kata jest bardzo bliska wartosci miary tego kata. Fakt ten
przedstawia ponizszy rysunek: blisko poczatku uktadu wspétrzednych wykresy

funkcji y = sinx i funkcji y = x prawie sie pokrywaja.

\y = sinx
i P w2 1\

Wykorzystamy powyzsze réwnosci do obliczenia rozwazanej granicy. Pomnozymy

przez 10x licznik i mianownik funkcji, ktérej granice obliczamy, czyli

sin10x
im— =
x-0sin5x - cos2x

_ i 10x -sin10x

= x50 10x - sin5x - cos2x
) 2 +-5x -sin10x

= lim =

x—0 10x - sin5x - cos2x
—\im 2 5x sinl10x 1
= 290 % sinbx  10x  cos2x

Jezelix > 0to5x > 0i10x » 0. Zatem
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~ 5x
lim — =
x—0 Sin5x

y sin10x
xl—r}(I) 10x h

Dodatkowo, jezeli x — 0 to 2x = 0, z ciggtosci funkcji cos2x mamy:

cos2x = cos(2-0) = cos0 = 1.

Zatem
) 1 1
ro0cos2x 1 =
Stad
sin10x
x50 SIn5x - COS2X
lim 2 - o -Sinlox- ! =2-1-1-1=2.
x-0 sinbx 10x cos2x
Zadanie
Wyznacz asymptoty funkc;ji:
X3
[0 = e

Rozwigzanie
Wyznaczamy dziedzine funkcji f(x). Musimy zatozy¢, ze mianownik x2 + 3x + 2 jest

rozny od zera. Mamy A =32 —-4-1-2=9—-8 =1 > 0, zatem réwnanie
x2+3x+2=0,
posiada dwa rozwigzania
—3-vV1 -4 -34+V1 -2
:—:—:—2, xzz—:——l
2 2 2 2
Zatem dziedzing funkcji f(x) jest zbior

Aby zbadac czy istniejg asymptoty pionowe trzeba wyznaczy¢ granice jednostronne

X1

funkcji f(x) w punktach -2 i -1. Poniewaz
x’2+3x+2=((x+2)(x+1),
zatem szkic wykresu funkcji (x + 2)(x + 1) ma postaé
RYS
Na podstawie tego wykresu mozna stwierdzi¢ jakiego znaku jest mianownik (x +

2)(x + 1) funkcji f(x) “blisko” punktow -2 i -1, z ich lewej i prawej strony. Mianowicie
27
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lim x2+3x+2= lim (x+2)(x+1)=0"%
xX—>—2" X—>—=2"
lim x2+3x+2= lim (x+2)(x+1)=0",
x—--2% x——2"
lim x2+3x+2= lim (x+2)(x+1)=0",
x—>—1" x->—1%
lim x2+3x+2= lim (x+2)(x+1) =0".
x—-—1% x—-—1%
Mamy wiec
i x3 i x3 (-2) -8
im ——————= lim = =—|=—oo,
x>-2"x2+3x+2 x>-2- (x+2)(x+1) 0+ 0+
i x3 i x3 (-2)® -8 N
im —————= lim = =—| = +oo.
x->—2t x2+3x+2 x-o-2t (x+2)(x+1) 0~ 0~

Obie granice (wystarczy conajniej jedna) jednostronne funkcji f(x) w punkcie x = —2
sg nieskonczone, zatem prosta x = —2 jest asymptotg pionowg wykresu funkcji f(x).

Podobnie dla punktu x = —1 otrzymujemy

Y x3 i x3 -1 -1 N
——————————— = —_— — = m
-2 +3x+2 -G+ + D) 0-  0- ’
i x3 i x3 (-1 -1
—_—_— — = = —| = —0o0
ot X2 135 +2 ot + 2D+ 1) 0+ 0+

Ponownie obie granice (wystarczy co najmniej jedna) jednostronne funkcji f(x)
w punkcie x = —1 sg nieskonczone, zatem prosta x = —1 jest rowniez asymptotg
pionowg wykresu funkcji f(x).

Zbadamy teraz istnienie asymptoty ukosnej, czyli prostej y = ax + b (w szczegdlnym
przypadku, gdy a =0, prosta ta jest rownolegta do poziomej osi uktadu
wspotrzednych i nazywana jest asymptotg poziomg). Wspétczynniki a, b tej prostej
oblicza sie ze wzoréw

o
@=hm, e b () —an),
Aby istniata asymptota ukosna (a w szczegodlnosci asymptota pozioma), obie granice

okreslajgce wspotczynniki a i b muszg by¢ liczbami skonczonymi. Mamy

. fx) . x3 1
a= lim —=lim ——— —=
x>t X x>+t0 X2 +3x+2 x
. x2 . x2
= lim —— = lim =

_x—>ioox2+3x+2_x—>i°° 2 § l
X (1+x+x2)

28
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1
= lim =1
X—*too 3 2 !
1+§+F
oraz
x2
b =g, 0 —an) = lig, (m*"f>=
. x3 x(x?2+3x+2) 3
Tt \x2+3x+2  x2+3x+2 )

x3—x(x2+3x+2)_

=x1—1>¥_+noo x2+3x+2
— lim x3—x3—3x2—2x= - —3x2—2x=
x—+00 x?2+3x+2 x>t x2 4+ 3x + 2
IR
T e ) LT
X x? X x?

Zatem prosta y = x — 3 jest asymptotg ukosna.

Zadanie
Zbadaj ciggtos¢ funkcji

[ x%?—1
x2—2x—-3 x<-1
_ 2, x=-1
FOI=9 i1 1<x<2
9 x=2

\—In(x —1)+9 x> 2

i naszkicuj jej wykres.

Rozwigzanie
Funkcja f(x) jest ciagta w przedziatach (—o,—-1), (—1,2), (2,+w), poniewaz

w kazdym =z przedziatdbw jest funkcjg elementarng wymierng, wyktadniczg
i logarytmiczng dobrze okreslong w odpowiednim przedziale. Pozostaje sprawdzi¢
czy funkcja jest ciggta w punktach zmiany wzoru funkcji f(x), czyli w punktach —1

i 2. Warunkiem ciggtosci w punkcie x, jest spetnianie rownosci
lim f(x) = f(xo).
X—Xg

Zauwazmy, ze dla x < —1 mamy

x?—-1
f(x):xz—Zx—B'
29
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gdzie dla mianownika 4 = (-2)2 —4-1-(—3) = 16 i jego pierwiastkami sg
2—4 2+4
MT T T b T
Czylidla x < —1 mamy
x%2-—1 x—-Dx+1) x-1
—2x—3 (x+1)(x—3)=x—3'

Badamy ciggtos¢ funkcji f(x) w punkcie x, = —1. Poniewaz blisko x, = —1, dla

f(x) =

x < —1 funkcja f(x) jest okreslona innym wzorem niz dla x > —1, dlatego obliczamy
granice jednostronne w tym punkcie. Mamy

f1) =2

im0 x—1 -1-1 -2
am_flx)=lm =3 372"

lim f(x) = lim (2x+1 + 1) =2"1+1 41 =2041=2,
x——1% x—>—1%

1
2

J

Granica lewostronna i prawostronna w punkcie x, = —1 nie sg rowne, zatem
xllrglf(x) nie istnieje, czyli funkcja f (x) nie jest ciagta w x, = —1.
Badamy ciggto$¢ funkcji f(x) w punkcie x; = 2. Podobnie jak wczes$niej, poniewaz
blisko x; = 2, dla x < 2 funkcja f(x) jest okreslona innym wzorem niz dla x > 2,
dlatego obliczamy granice jednostronne w tym punkcie. Mamy
f(2) =9,
lim f(x) = lim @' +1) =@ +1)=2°+1=9,
xlernJrf(x) = xll)rzn+ (-Inx—-1)+9) =-In(2-1)+9=-In1+9=0+9 =0.
Granica lewostronna i prawostronna w punkcie x, = —1 sg réwne 9, zatem
lim f (x) =9,
i prawdziwa jest rownosc¢
lim £(x) = £(2),
czyli funkcja f(x) jest ciggta w x, = —1.
Naszkicujemy ponizej wykres funkcji f(x). Zacznijmy od wykresu f(x) dla x < —1,

czyli

x—1

) ==

Jest to funkcja homograficzna i jej wykresem jest hiperbola. Mamy

, x < —1.
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x—1 x—-34+2 x-—3 2
fo)=——= =

=1+ x < —1.

3 x-3 _x—3+x—3 x—3’

Dla x < —1 wykres funkcji f(x) jest wiec przesunieciem wykresu funkcji g(x) = 2o

X

wektor v = [3,1], bowiem w tym przedziale mamy

fx)=gx-3)+1.
Wykres funkcji g(x) = 2/x jest postaci

zatem wykres f(x) jest postaci (posiada asymptote pionowg x = 3 i poziomg y = 1)

0
6

5

Dla x € (—1,2), wykres f(x)=2*"1+1 jest przesunieciem wykresu g(x) = 2%
o wektor w = [—1,1] bowiem wtedy w tym przedziale mamy
fx)=glx+1)+1.

Wykres funkcji g(x) = 2* jest postaci
31
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zatem wykres f(x) jest postaci

Dla x > 2, wykres f(x) = —In(x — 1) + 9 jest przesunieciem wykresu g(x) = —In(x)
o wektor w = [1,9] bowiem w tym przedziale mamy

fx)=gkx+1)+1
Wykres funkcji g(x) = —In(x) otrzymujemy przez symetrie wzgledem osi poziomej

wykresu funkcji h(x) = In(x), zatem mamy

-2
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i stgd wykres f(x) jest postaci

"

y=r—In(x—1)+9

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ostatecznie, wykres f(x) otrzymujemy rysujgc wykresy “czgstkowe” w odpowiednich

przedziatach

x—1
Y
X —3
1
__-——-_.__
=7 -8 -5 -4 =3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8
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Pochodna funkcji jednej zmiennej i jej zastosowania

Zadanie
Oblicz pochodng funkgciji

2x% —3vV5x2+5

x) = , x> 0.
f ) NG
Rozwigzanie
Przeksztatcamy najpierw wzor funkcji z wykorzystaniem praw dziatan na potegach.
Mamy
2x%—3V5x2+5
fx) =
2Vx
2x* 3V5x 5
fx) =

—_ _|_ 3
2vx  2Vx  2x
2x2  3/5«x 5

fo) = ox1/2  2x1/2 + 2 x1/2’
fx) = x3/72 —%gxl/z + gx‘l/z.

Korzystamy teraz ze wzoru

(x*) = a-x%71,

oraz z wtasnosci
(F)+g9@) =)+ g k),
(F)—g@) =f'(x)— g' &),

(c-f(x)) =c-f'(x), ceR
Mamy

o= (s - 2 L)

2
35 1 1., 5
2

. 3 3.4 1 1y 14
Fe)=gar =S g g ()
3 3v5 5
! —— 1/2 _ "'~ ,.-1/2 _ ~ ,.-3/2
f'(x) 5% 2 X 2%

Ostatecznie
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Zadanie

35 5
4Wx  4Vxd

f'(x) =

Oblicz pochodne rzedu pierwszego i drugiego dla funkcji

Rozwigzanie

f(x) = e* - cosx.

Stosujemy wzér na pochodng iloczynu:

Mamy

oraz

Zatem

(F) - g@) =f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x).
(e*) =e”,
(cosx) = —sinx,

f'(x) = e* - cosx + e* - (—sinx),

f'(x) = e*(cosx — sinx).

Obliczamy pochodng rzedu drugi

Poniewaz

wiec

Zadanie

f"(x) = {e*(cosx — sinx)}’,

f"(x) = (e*)'(cosx — sinx) + e* - (cosx — sinx)".

(sinx)’ = cosx,

f"(x) = (e*)'(cosx — sinx) + e* - (cosx — sinx)’,
f"(x) = e*(cosx — sinx) + e* - (—sinx — cosx),
f"(x) = e*(cosx — sinx — sinx — cosx),

f"(x) = —2e* - sinx.

Oblicz pochodng dla funkcji

Rozwigzanie

27% +1
cos(x2+1)+1

fx) =

Korzystamy ze wzoru na pochodng ilorazu:

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
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(f(x)>, _ &) g@) - f(x)-g'@)
g(x) (g(x))z ’

oraz ze wzoru na pochodng funkcji ztozone;j

(F(gt) = F9@) - g'Go).
Obliczmy najpierw pochodng funkcji znajdujgcej sie w liczniku utamka. Mamy
(22* +1)" = (22%)" + (1) = (2*%)".
Niech f(x) = 2% oraz g(x) = 2x. Zauwazmy, ze funkcja ztozona f(g(x)) to
flg()) =29 = 22,
Prawdziwy jest rowniez wzér
(a*)' = a* -1lna, gdzie a > 0,a # 0.
Mamy wiec
f'(x) = (2%)" = 2* - In2,
oraz
g =02x)'=2-(x) =2
Ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej otrzymujemy, ze
(F(g)) = £(9(x)) - g'(x) = 29 - n2 - g' (),
Czyli
@) = (f(9(x)))" = 2%* -In2 - 2 = 2In2 - 2%*.
Obliczmy teraz pochodng funkcji znajdujgcej sie w mianowniku. Mamy
(cos(x?2 +1) +1)' = (cos(x? + 1))’ + (1)’ = (cos(x? + 1))".
Niech teraz f(x) = cosx oraz g(x) = x? + 1. Mamy wiec

f(g(x)) = cos(g(x)) = cos(x? + 1).

Poniewaz

f'(x) = (cosx)" = —sinx,
oraz

g x)=x*+1) = 2x.
Stad

(cosx? + D)) = (F(9®))" = f(9()) - g'@) = =sin(g()) - g'(x).
Zatem
(cos(x?+ 1)) = —sin(x? + 1) - 2x = —2x - sin(x? + 1).
36
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Ostatecznie, korzystajgc ze wzoru na pochodng ilorazu obliczamy pochodng

rozwazanej funkcji

f(x) = (
22 +1) - (cos(x*+ 1) +1)— (2% +1) - (cos(x*+ 1)+ 1) 3
(cos(x2 + 1) + 1)2 -
_ 2In2-22% - (cos(x? + 1) + 1) — (2% + 1) - (—2x - sin(x* + 1)) _
B (cos(x2+1) +1)2 -
_ 2In2- 22% . (cos(x?+ 1) + 1) +2%* - 2x - sin(x? + 1) + 2x - sin(x? + 1) 3
B (cos(x2 4+ 1) +1)2 -
2%2% . [2In2 - cos(x? + 1) + 2In2 + 2x - sin(x? + 1)] + 2x - sin(x? + 1)
(cos(x2+1) + 1) '

22% +1 L
cos(x2+1)+1)

Zadanie
Oblicz granice

e5* — cosx

J Gz D)

Rozwigzanie
Zastosujemy tutaj regute de L'Hospitala ktéra pozwala oblicza¢ granice ilorazu dwéch

. . . . . 0 co ia s
funkcji, majgce formg wyrazenia nieoznaczonego typu 5 lub = Ponizej
przypominamy jej tresc.

Reguta de L’Hospitala
Rozwazmy granice postaci:

lim _f(x)
x-c g(x)
Zatozmy, ze
limf(x) = 0 oraz limg(x) = 0,
X—C X—C
lub

limf (x) = oo oraz limg(x) = +oo,
X—C X—C

oraz ze istniejg pochodne f'(x) i g'(x) w pewnym otoczeniu punktu c.

Wowczas

lim@ = lim@
x-cg(x)  x-cg'(x)
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o ile granica po prawej stronie powyzszej rownosci istnieje (moze by¢ nieskonczona).

Sprawdzmy najpierw czy granice funkcji znajdujgcych sie w liczniku i w mianowniku
spetniajg zatozenia niezbedne do zastosowania wspominanej reguty. Mamy
lim (e>* —cosx) =e%% —cos0=1—-1=0,
x-0%
oraz
limIn(x?2+ 1) =1n(02+1) =In1 = 0.
x-0%

Zatem mozna zastosowac regute de L’'Hospitala. Otrzymujemy
i e>* — cosx i (e3* — cosx)'.

x-0* In(x2 +1) x>0t (ln(x2 + 1))'
Obliczmy niezbedne pochodne. Ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej otrzymujemy
(e5* — cosx)'=(e%*)" — (cosx)’ = 5e5% — (—sinx).

Przypomnijmy, ze

1
(Inx) =-.
X
Ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej otrzymujemy
2x
2 r__ 2 I _
(ln(x +1)) —x2+1(x +1) =21
Stad
e>® —cosx . (e> —cosx)’

xlirgl+ In(x2+ 1) - xllgl" (ln(x2 + 1))' N

- ,}L‘S‘+ 2x o
x2+1
x?+1 55 4+ sinx)(x? + 1
= lim (5e°* + sinx) - = lim ( it ).
x-0+ 2x x—0% 2x

Obliczmy najpierw granice funkcji bedacej licznikiem powyzszego utamka, czyli

lim (5e%* + sinx)(x? + 1).
x—0%

Zauwazmy, ze gdy x - 0%, to
e - e>% =1, sinx >sin0=0o0razx?>+1-0%2+1=1.
Zatem
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lir51+(565x +sinx)(x?+1)=(5-1+4+0)-1=5.

Stad otrzymujemy ostatecznie, ze

e5* — cosx

T D

- (5e>* +sinx)(x% + 1) 5

x—0+ 2x

Zadanie
Oblicz granice funkcji

im sin10x

x-0sin5x - cos2x’
Rozwigzanie (Il sposéb)
Powyzszg granice obliczyliSsmy wczesniej bez wykorzystania pochodnych.
Zastosujemy teraz do jej obliczenia regute de L’Hospitala. Sprawdzamy najpierw czy
spetnione sg zatozenia. Poniewaz funkcje sin10x, sin5x i cos2x sg funkcajmi ciggtymi
na zbiorze liczb rzeczywistych, zatem mamy

lirré sin10x = sin(10 - 0) = sin0 = 0,

x—

lirré sin5x - cos2x = sin(5 - 0)cos(2 - 0) = sin0cos0 =0-1 = 0.
X—

Pochodne tych funkcji rowniez istniejg w pewnym otoczeniu 0. Zatem mozna
zastosowac regute de L'Hospitala:
sin10x _ (sin10x)’

im—————— = lim — :
x—0Sin5x - cos2x  x-0 (sin5x - cos2x)’

Mamy
(sin10x)’" = cos(10x) - (10x)" = 10 - cos10x,
oraz wykorzystujgc wzér na pochodng iloczynu funkcji czyli
(f)-g@) = () - g) +f(x) - g'),

oraz wzor na pochodng funkcji ztozonej

(F(g))" = F(g00) - g'@.
Otrzymujemy
(sin5x - cos2x)’ = (sin5x)’ - cos2x + sin5x - (cos2x)’
= 5-cos5x - cos2x — 2 - sin5x - sin2x.

Zatem
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sin10x
90 sin5x - cos2x
B (sin10x)"
= 220 (sinbx - cos2x)
) 10 - cos10x
Al 5C0S5x - COS2x — 2sin5x - Sin2x
10 - cos0
~ 5c0s0 - cos0 — 2sin0 - sin0
10-1 10
~5.1-1-2-0-0 5

Zadanie
Niech

f(x)=x3-3x-2.

o Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkciji.

e Wyznaczy¢ przedziaty, w ktérych funkcja f(x) jest rosngca, malejgca.

e Wyznaczy¢ przedziaty wypuktosci, wklestosci funkcji f(x)

e Naszkicowac wykres tej funkciji.
Rozwigzanie
Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych czyli (—oo, +0). Aby wyznaczy¢
ekstrema lokalne funkcji f(x) obliczamy najpierw jej pochodnag

f'(x) =3x% - 3.

Nastepnie rozwigzujemy rownanie

f'(x) =0,
czyli

3x2—-3=0,

x2—-1=0,

x—1Dx+1)=0.

Zatem f'(x) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy x = —1 lub x = 1. Sg to punkty, w ktérych
by¢ moze funkcja przyjmuje ekstremum lokalne. Aby ekstremum lokalne istniato
w punkcjie x,, dla ktérego f'(x,) = 0, wystarczy, ze pochodna zmienia znak przy
przejsciu przez x,. Zbadamy teraz znak pochodnej tzn. wyznaczymy rozwigzania
nierownosci f'(x) > 01i f'(x) < 0. Mamy
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f'(x) >0,
x—Dx+1)>0,

Wykres funkcji kwadratowej po lewej stronie nierownosci wyglgda nastepujgco.

05

=05

Zatem: f'(x) > 0 gdy x € (—o0,—1) U (1,4 ), f'(x) > 0 gdy x € (—1,1). Wynika stad,
ze w punkcie x, = —1 pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny - zatem ma w
tym punkcie funkcja f(x) ma maksimum lokalne. W punkcie x; =1 pochodna
zmienia znak z ujemnego na dodatni - zatem ma w tym punkcie fukcja f(x) ma
minimum lokalne. Obliczmy wartosci funkcji w tych punktach. Mamy

f-1D)=(C-132*-3-(-1)+2=-1+3-2=0,

f)=13-3-1-2=1-3-2=—4.
Funkcja f(x) jest rosngca (malejgca) w pewnym przedziale jesli f'(x) > 0 (f'(x) < 0)
w tym przedziale. Zatem f(x) jest rosngca w przedziatach (—o,—1), (1,+), zas$
jest malejgca w przedziale (—1,1).
Przypomnijmy, ze funkcja f(x) jest wypukia (wklesta) w pewnym przedziale jesli
f"(x) >0 (f"(x) < 0) wtym przedziale (o ile istnieje f"(x)). Mamy
£ = (f'(x)) = (3x* —3)' = 6.

Stad f"(x) > 0 wtedy i tylko wtedy gdy 6x > 0, czyli gdy x > 0.
Zatem f(x) jest wypukta w przedziale (0.+). Zas f"(x) < 0 wtedy i tylko wtedy gdy
6x < 0, czyli gdy x < 0, zatem f(x) jest wklesta w przedziale (—x, 0).

Poniewaz f jest funkcjg wielomianowg wiec nie posiada asymptot. Na koniec, aby
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naszkicowac wykres tej funkcji, obliczmy jeszcze grenice w —oo i w +00. Mamy

lim (x3-3x-2) =

X——00
) 3 3x 2
e (1-35-2) -
) 5 1 1
Poniewaz
lim — =0, lim x*=—oo,
X—->—0 X X—>—00
zatem
lim (x®—-3x—2) = —oco.
X—>—00
Podobnie
lim — =0, lim x3 = 400,
X—>+0 X X—>+ 00
zatem

lim (x3—3x—2) = +oo.

X—>+00

Na ponizszym rysunku przedstawiamy szkic wykresu funkcji f(x).
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Zadanie
Zbadac przebieg zmiennosci i naszkicowaC wykres funkcji Obliczmy pochodne
funkcji

2x

f(x)=x2+1'

Rozwigzanie
e Dziedzina funkcji, punkty szczegdlne

Zauwazmy na poczgtek, ze mianownik x2 + 1 nie posiada pierwiastkow poniewaz
A=0%2-4-1-=-4<0.

Zatem dziedzing rozwazanej funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych. Oczywiscie,
wyrazenie x2 + 1 > 0 dla dowolnej liczby rzeczywiste;j x.

Wyznaczmy miejsca zerowe funkcji. Mamy
2x
P
2x = 0.
Zatem funkcja f(x) posiada jedno miejsce zerowe, jest nim 0. Punkt przeciecia z
osig pionowg wyznaczamy obliczajgc f(0), czyli mamy
2-0
fO) =57 =

Podsumowujac, funkcja f(x) przechodzi przez punkt (0,0).

0.

e Granice na “koncach dziedziny”

Wyznaczymy granice funkcji w —oo i +c0. Mamy

I 2x I 2x I 2 0
e X2+ 1 xomo (e I\ a1y
ST (e )T (10 )
poniewaz
1
lim <1+—2>:1+0:1,
X—>—00 X
i stad

1
lim x(1+—2>=—oo
X

X—>—00
Podobnie otrzymujemy, ze

2x 2x 2
= lim ————=lim ————=0.

A LA, x? (1 + %) T (1 + %)
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e Asymptoty
Poniewaz mianownik nie ma miejsc zerowych, zatem brak asymptot pionowych.
Poniewaz granice f(x) w too s3 stale, istnieje asymptota pozioma y = 0 poniewaz,
jak obliczyliSmy wyzej, mamy

im 2x
x——c0 x2 +1

)

oraz

) 2x
im =
x>+ x2 41

Mozemy rowniez przekonacC sie o tym dokonujgc obliczeh dla asymptoty ukosnej
czyli prostej o réwnaniu y = ax + b. Mamy

fx) 2x
a= lim —== lim >
x->tow X x-t0 x4+ 1

li 2
_x—ll_i-noo x2+1

1
x

0,

oraz

2
—0-x)= lim 0,

b= Jim (760~ ax) = lim ( i, T -

x?+1
czyli prosta y = 0 jest asymptotg (pozioma).
e Badanie pochodnej funkcji: ekstrema lokalne, monotoniczno$é
Mamy
2x) - (*+ 1D - (x*+1)-2x  2(x*+1) —2x-2x _
(x%2+1)2 (x%2+1)2
_2-2x®  2x*42-—4x?
(x2 +1)2 (x2 4+ 1)2
_2-2x*  2(1-x?)
(x2+1)2 (x2+1)%

Dziedzing dla f'(x) jest réwniez zbior liczb rzeczywistych.

fx) =

Wyznaczamy ekstrema lokalne: rozwigzujemy na poczgtek réwnanie f'(x) = 0.

Mamy wiec
21 —x%) 0
(x2+1)2
2(1—x2) =0,

20—-x)(1+x) =0.
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Zatem f'(x) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy x = —1 lub x = 1. BAdamy czy pochodna w

tych punktach zmienia znak rozwigzujgc nieréwnosci f'(x) >0 i f'(x) < 0. Mamy
wiec

2(1 —x2?)

(x2+1)2

21 —xH)(x?*+1)2 >0,
20—-x)A+x)(x*+1)%2 >0,
x—-1DA+x)(x*+1)?<0.

Poniewaz x?+1>0 dla dowolnego x € R zatem po podzieleniu obu stron

>0,

ierownosci przez x? + 1 otrzymujemy ostatecznie nierownosé
x-Dx+1<0.

Szkic wykresy lewej strony nierdwnosci wyglada nastepujgco.

Zatem f'(x) > 0dlax € (—1,1), zas f'(x) < 0 dlax € (—o0,—1) U (1,+). W punkcie
x = —1 pochodna f'(x) zmienia znak z ujemnego na dodatni, zatem w tym punkcie
funkcja f(x) postada minimum lokalne. Mamy

2 () _—2_
(-1)2+1 2

W punkcie x = 1 pochodna f'(x) zmienia znak z dodatniego na ujemny, zatem w tym

f(-1) =

punkcie funkcja f(x) postada maksimum lokalne. Mamy
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2-1 2
fO=rvi=2

Funkcja f(x) jest rosngca w przedziale (—1,1), zasjest malejgca w przedziatach:
(—OO,—l), (1; +OO)

e Badanie drugiej pochodnej: wypuktosc, wklestosé

= -1

Mamy
v (200 =x3)) - 2+ 12— (2 + 1)) - 2(1—x?)
1) = ((x% + 1)2)2 -
3 —4x - (x> +1)?>—-2(x?+1)-2x-2(1 —x?) 3
B (x2 + 1)4 -
C—Ax- (P + D2+ 14201 -x2))
h (x2 + 1)4 B
_—4x-(x2+1+2—2x2)_—4x-(3—x2)_
B (x2+1)3 o (x2+1)3
_ 4x(x - \/g)(x + \/3_’)
B (x%2+1)3 '
Badamy znak f"(x). Mamy
f'(x)>0
4x(x —V3)(x +3) >0
(x2+1)3 '

Stad
4x(x —V3)(x + V3)(x? + 1)% > 0.
Poniewaz x% + 1> 0 zatem dzielgc obie strony nieréwnosci przez to wyrazenie
otrzymujemy
4x(x —V3)(x +V3) >0,
x(x — @)(x ++/3) > 0.

Szkicujemy wykres lewej strony nierdbwnosci.
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y = x(x = V3)(x+V3)

Stad wynika, ze f"(x) > 0 dla x € (—=V3,0) U (V3,+), zatem f(x) jest wypuktg w
przedziatach: (—+/3,0), (V3,+x). Podobnie widzimy, ze f"(x)<0 dla x€
(o0, —V3) U (0,3), zatem f(x) jest wypuklg w przedziatach: (—oo, —/3), (0,3).
Punktami przegiecia sg wiec: —/3,0,/3.

Uwzgledniajgc wszystkie powyzsze obliczenia mozemy naszkicowa¢ wykres funkcji

f(x).
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Pochodne czastkowe funkcji dwéch zmiennych

Zadanie
Oblicz pochodne czgstkowe rzedu pierwszego i drugiego dla funcji

XZ

(x, ) =

fx,y )
gdziey # 0.
Rozwigzanie

Pochodng czastkowa funkgji f (x, y) wzgledem zmiennej x czyli Z—jz obliczamy stosujgc zwykte
wzory na obliczanie pochodnych, traktujgc zmienng y jako stata, czyli

0 0 [x? 0 /1 10 1 2x
O _ 9 () 0 La) 10 ) L, 2
dx OJx\y dx \y y ox y y
Pochodng czgstkowa funkgcji f (x, y) wzgledem zmiennej y czyli Z—£ obliczamy stosujgc zwykte

wzory na obliczanie pochodnych, traktujgc e tym przypadku zmienng x jako statg, czyli

of 9 [(x? a1 , 0 (1 5 1 x?

L2 (5)-a - (-5

dy dy\y,) Oy\ vy dy \y y y
Pochodne rzedu drugiego dla funkgji f (x,y) obliczamy rézniczkujac kazdg z pochodnych
rzedu pierwszego po kazdej zmienne;.

azf_6(6f>_6(2x>_6(2 )_26()_2
ox2  dx\ox) ox\y _axyx _yaxx_y'
aZf_a<af>_a xZ_a( 5 1)_ 26(1)_
ay? ay\ay) “oay\ y2) " ay\" y2) T T ay\y2) T
= Ly = (= () = 2
dy y?
0%f 9 (af\ 0 [2x o /1 1 2x
-3 )5
dxdy 0y \dx dy\y dy \y y? y?

0*f :i@):i _x :i(_ixz):
dydx 0dx\dy/ ox\ y? ox\ y?

190, 1 2x
:—Pa X):——Z'ZX:—?.
9%f . 9%f

Przypomnijmy, ze pochodne “mieszane” [

dydx 0xady

sg rowne w punktach, w ktoérych sg

funkcjami ciggtymi.
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Zadanie
Oblicz pochodne czgstkowe rzedu pierwszego dla funkcji

2 . Xy

gdzie x, y nie zeruja sie jednoczesnie.

Rozwigzanie
Postepujemy podobnie jak w poprzednim zadaniu, stosujemy wzor na pochodng

a_g=i ery2+3xSin( xy ) —
ox 0x x%+y?

0 2 xy 2 d Xy
- 2xy°+3xY . i T 2xy“+3x , __ ; -z
dx (e ) sin (xz + yz) Te ox <51n (xz + yz) '

Nastepnie stosujgc wzor na pochodng funkcji ztozonej oraz wzér na pochodng

iloczynu. Mamy

ilorazu otrzymujemy dalej

ag

d . xy
F e 2xy*+3x -a(ny2 + 3x) - sin (W) +

+y

2 xy d( xy
FeFT cos (xz + y2> .a(xz + yz) -

— 2xy2+3x,22 3,-( Xy )
e (y+)smx2+y2+

d d
Xy ).ﬁ(xy)-(x2+y2)—a(x2+y2)-xy_

+ery2+3x . COS( —
xZ + y2 (xZ + yZ)Z

2 .
= 2XV"+3x . (2y2 4 3) - sin (m) +

xy ) y-(x?+y?)—2x-xy
x2 + y2 (x2 + y2)2 -

2
_l_ery +3x ., COS(

x%y + y3 — 2x%y B

2 . xy 2 Xy
= e2XV™+3% . (2y? 4+ 3) - sin (m> + ey H3x. cos( )

x2 + y? (x2 +y?)?
2 L by yl eyt
= e2Xy°+3x , (2}12 + 3) - Sin (m) 4+ @2Xy°+3x | gg <x2 n yz) . (xz + yZ)Z =

X X 2 _ 2
_ p2xy?43x (2y% +3) - Sin( _ Yy 2) 42Xy 43 COS( y ) y(y )
x“+y

xZ + y2 ’ (x2 + y2)2’

Aby obliczy¢ g—i postepujemy analogicznie, rézniczkujemy po zmiennej y. Mamy
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a_gzi ery2+3xSin( xy ) =
dy 0y x% + y?

0 2 xy 2 d Xy
— 2xy°+3xY . o _ 2xy“+3x , ; -7
dy (e )sin <x2 + y2> e dy (sm (xz + y2)>'

Dalej stosujemy wzor na pochodng funkcji ztozonej oraz wzoér na pochodng ilorazu

i otrzymujemy
dg 2 0 . xy
@ = ezxy +3x '@(ZX}/Z + 3X) - SIn (m) +
2 Xy 0 xy
+em 5 cos (505 5 (e ) =

x
— p2xy?+3x 4xy - sin (—2 4 2) +
x“+y

0 0
~—xy)  (x?+y?) — = (x*+y?) - xy
2 Xy dy dy
Xy E3x. cos( ) : =

x2 + y2 (xZ + yZ)Z
) xy 5 xy y-(x?2+y?) -2y -xy
= 4xy - e2¥Y"*3% . sin (—2 2) + e2Xy 33X, cos( > 2) . > -~ =
y x*+y (x% +y?)

2 3 2
B v ?43x xy 2xy243 xy Xy +y—2xy°
—4xy-exJ’+x-sm<ﬁ>+exy+x-cos(x2+y2 T or gz

2 . Xy 2
= 4xy - e?XY"¥3% . gin (— + eZXY7+3X . cos

( xy )_y(x2 +y?* —2xy)
x% +y?

x2 + yz (xZ + yZ)Z

Zadanie
Oblicz pochodne czgstkowe rzedu pierwszego i drugiego dla funkcji

flx,y) =xY,x>0.

Rozwigzanie
Mamy
af
Ly ¥l
ox X
0
—fzxy-ln(x).
dy
Obliczmy teraz pochodne czgstkowe rzedu drugiego. Mamy
0*f 0d (Of 0
L e () = (v’ DN =y (v=1) x¥2
o2 6x(8x> x0T =y- =D
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Ziycz%(%) =% (xy-ln(x))=ln(x)'%(xy) =In(@) - x - In(@) = x” - (In(x)’,
0*)f 0 (ofy 0 o »
axay‘@<a>‘@(y-xy ) =x7" 4y 277 Inx).

Obliczmy jeszcze drugg pochodng “mieszang” (w celu sprawdzenia réwnosci

pochodnych “mieszanych”)

0*f d (0f 0 1
= —|—)| = — Y. — Cy—1 y. — ' y-1
dyox ox (ay) ox (x - In() =y-x In(x) +x IV In(x) +x¥~1.
.o . 0%f  0%f
Oczywiscie 3y 0% = axay
Zadanie

Wyznacz ekstrema lokalne funkc;ji

flx,y) =x? —xy+2y?—x+ 4y — 5.

Rozwigzanie
e Obliczamy pochodne czgstkowe rzedu pierwszego

Mamy
of
ﬁ—Zx—y—l,
of
@——x+4y+4.

¢ Wyznaczamy punkty stacjonarne
Punkty stacjonarne (czyli punkty, w ktérych funkcja by¢é moze osigga ekstremum

lokalne) sg rozwigzaniami uktadu réwnan

of
ox Y
d
o _,
dy

W naszym przypadku mamy wiec ukfad réwnan

{2x—y—1=0
—x+4y+4=0

Z pierwszego rownania otrzymujemy, ze y =2x — 1. Wstawiajgc do drugiego
réwnania 2x — 1 w miejsce y otrzymujemy
—x+4Q2x—-1)+4=0,
—x+8x—4+4=0,
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7x = 0.
Zatem x =0. Stad y=2-0—1=—1. Funkcja f(x,y) posiada wiec jeden punkt
stacjonarny A(0,—1).
e Sprawdzamy czy w punkcie stacjonarnym jest ekstremum lokalne.
Obliczmy pochodne czgstkowe rzedu drugiego. Mamy
*f _
oxz
2
o’f  0°f
dxdy OJyodx

Obliczmy teraz wartosci pochodnych rzedu drugiego w punkcie A(0,—1). Zauwazmy,

-1.

ze powyzej obliczone pochodne czgstkowe nie zalezg od zmiennych, zatem w tym

punkcie mamy

92 f 92 f 92 f
ﬁ(O,—l) =2, a—yz(ol—l) =4, m((),—l) =-L
Zauwazmy, ze
92 f
ﬁ(o,—l) =2>0,
oraz
02 92
-0 L o-1
det 0x? dx 0y _
0*f d%f B
W(O,—l) a—yz(O,—l)
_ 2 N5 4 (1) (=1)=8—-1=
=det| 5 |=2-4-(-D-(-D=8-1=7>0

Zatem funkcja f osigga w punkkcie A(0, —1) minimum lokalne. Warto$¢ funkcji w tym
punkcie wynosi
f(0,-1)=02-0-(-1)+2(-1)*-04+4-(-1)-5=2—-4-5=-7.
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