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Wielomiany

Zadania

1. Wykorzystujgc schemat Hornera przeprowadzic dzielenie:
a) wielomianu W(x) = x® —x2 — 15 przez wielomian H(x) = x — 3

b) wielomianu W(x) = 3x* — 2x2 — x + 3 przez wielomian G(x) = x + 2

2. Rozwigzac réwnania

a) x3-10x2+x-10=0

O

) x3—4x2-25x +100 =0

x°—36x3-—x2+36=0

O

o

)
) x3-3x2-6x+8=0
)

2x4 +3x3+3x-2=0

D

f) 3x4-7x3+7x-3=0

g) x3-13x—-12=0

h) x4-10x2+16=0

) x7—26x4-27x =0

) x3-6x2+7x-10=0

k) x3—4x2-15x-6=0

) x*-5x3-32x2+72=0

m) 2x3+3x2+15x+7 =0

n) 5x3-12x2-16x+8=0

0) x*—18x3+82x2-18x+1=0
3. Roztozyc¢ wielomiany na czynniki

a) W(x)=x*+2025

b) H(x) = x5 + 64

c) P(x)=x8+64
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Rozwiagzania

1. a) Wkx)=x3-x2-x-15, H(x)=x-3
Schemat Hornera ma zastosowanie przy dzieleniu dowolnego wielomianu W(x)
przez prosty wielomian postaci H(x) = x —p , gdzie p jest dowolng liczbg
rzeczywistg. Technika ta, ma zastosowanie miedzy innymi do rozktadania wielomianéw
na czynniki, co w matematyce wyzszej jest wykorzystywane na przyktad przy
obliczaniu granic funkcji, a takze do obliczania catek.
Konstruujemy na poczatku nastepujgcg nieskomplikowang tabelke, ztozong z

dwdch wierszy:

1] -1]-1|-15

3

Liczby w gérnym wierszu sg kolejnymi wspoétczynnikami
wielomianu W(x) = x3 — x2 —x — 15, za$ warto$¢ 3 z dolnego wiersza jest
pierwiastkiem wielomianu H . W pierwszej kolejnosci, przepisujemy wspotczynnik

przy najwyzszej potedze do dolnego wiersza:

1] -1 |-1|-15

Nastepnie mnozymy przez siebie dwie liczby zaznaczone na zielono i ich iloczyn
dodajemy do liczby czerwonej, otrzymany wynik wpisujemy w pierwsze wolne

pole:

1] -1 |-1|-15
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Kontynuujemy dalej wedtug tego samego schematu:

1] -1 |-1|-15

| ostatni raz:

1] -1 [-1]-15

112 5] 0

Wartos¢ znajdujgca sie w prawym dolnym rogu skompletowanej tabeli oznacza

reszte z dzielenia. Poniewaz:
W(3)=33-32-3-15=27-9-3-15=0,

wiec liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu W . W tym przypadku mozna byto
zatem przewidzied, ze reszta wynosi zero, poniewaz na mocy twierdzenia Bezout
reszta z dzielenia W(x) przez H(x) = x — 3 jest rowna W(3).

Trzy pozostate liczby pojawiajgce sie w dolnym wierszu naszej tabeli, czyli
1, 2,5, sgkolejnymi wspdtczynnikami wielomianu, ktory jest wynikiem naszego
dzielenia. Poniewaz wynik dzielenia jest wielomianem stopnia o 1 mniejszego

niz W, bedzie miat on stopien drugi, dostajemy zatem wynik:
P(x) =x2+2x+5

Podsumowujac, uzyskaliSmy nastepujgcy rozktad na czynniki:

W(x) =x3—x2—x—15 = (x — 3)(x? + 2x + 5)
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b) W(x)=3x*-2x2—x+3, G(X) =x +2
Whpisujemy do tabeli wspétczynniki wielomianu (x) = 3x% —2x2 — x + 3 oraz

miejsce zerowe wielomianu G(x) = x + 2

-2

Postepujac wedtug opisanego wczesniej algorytmu, dostajemy:

3|/0|-2|-1|3

-2 3 |-6|10|-21 45

Wynikiem dzielenia jest zatem wielomian:
P(x) = 3x3 —6x2 + 10x — 21

natomiast reszta z dzielenia wynosi 45 . Jest to oczywiscie zgodne z twierdzeniem

Bezou, poniewaz:
WE2) =3 (-2)*-2.(-2)2-(-2)+3=3-16-2-4+2+3=45
Mozemy zatem zapisac:
3x*—2x2—x +3=(x +2)(3x3 —6x2 + 10x — 21) + 45

albo przy pomocy utamkow:

4 o2 _
BT X438 33 _px2 4 10x—21 4 2
X+2 X+2
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Ten ostatni zapis bedzie wykorzystywany w matematyce wyzszej, miedzy innymi
przy obliczaniu catek z funkcji wymiernych.

2. a) x3-10x2+x-10=0
Rozwigzujgc dowolne rdwnanie powinnismy rozpoczac od ustalenia jego dziedziny.
W przypadku dowolnego réwnania polegajgcego na wskazaniu miejsc zerowych
wielomianu, dziedzing bedzie caty zbior liczb rzeczywistych, poniewaz wstawienie

dowolnejliczby za niewiadomg x daje zawsze poprawny zapis. Zatem sformutowanie:
D=R

bedzie obowigzywato we wszystkich przyktadach tego zadania i nie bedziemy
go powtarzad.

Najprostsza metoda rozwigzywania rownan wielomianowych polega na roztozeniu
wielomianu na czynniki przy pomocy elementarnych przeksztatcen, takich jak
wytgczanie wspolnego czynnika przed nawias, grupowanie wyrazdw oraz stosowanie

wzorow skroconego mnozenia. Mamy zatem:

x3=10x2 +x =10 = x3(x = 10) + (x — 10)
= (x—10)(x% + 1)

Oczywiscie, iloczyn jest rowny zero, wtedy i tylko wtedy gdy dowolny jego czynnik

sie zeruje, zatem dostajemy:
(x=10)x2+1)=0 < x—-10=0 v x2+1=0
Poniewaz réwnanie x2+ 1 =0 jest sprzeczne, zatem rozwazamy tylko

x-10=0 < x =10,
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CO 0znacza, ze jedynym rozwigzaniem réwnania x3-10x2+x-10=0

jest x =10.

b) x3—4x2—25x + 100 = 0

x3 = 4x2 - 25x + 100 = x2(x — 4) — 25(x — 4)
= (x —4)(x% = 25) = (x — 4)(x + 5)(x - 5)
Mamy zatem trzy rozwigzania x =-5 v x=4 v x=5.

c) x2-36x3-x2+36=0

x° —36x3 - x2 +36 = x3(x2 —36) - (x2 —36)
= (x? - 36)(x> - 1)
= (x +6)(x —6)(x = 1)(x2 + x + 1)

Poniewaz dla ostatniego czynnika bedacego funkcjg kwadratowg
A =1-4=-3<0, uzyskaliSmy juz najprostszy rozktad wielomianu na czynniki,

wobec tego zbidr rozwigzan rownania jest nastepujacy:
{-6,1, 6}
d) x3-3x2-6x+8=0

x3—3x2—6x +8=x%+8-3x2—6x
= (x + 2)(x2 — 2x + 4) = 3x(x + 2)
= (x +2)((-2x +4) - 3x)

= (X +2)(x2 = 5x + 4)
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Mamy teraz:

A=24-16=9 = x1=5;—3=1 xp =234,

dostajemy wiec petny rozktad wielomianu na czynniki:
x3—3x2—6x +8=(x +2)(x—1)(x—4)
W takim razie rownanie ma trzy rozwigzania x=—2 v x=1 v x=4.
e) 2x*+3x3+3x-2=0

x4 +3x3 +3x—2=2x*—2+3x3 + 3x = 2(x* — 1) + 3x(x° + 1)
= 2(x2 = 1)(x2 + 1) + 3x(x° + 1)
- (x2+ 1)(2(x2—1)+3x> - (x2+1)<2x2—2+3x>

= (x2+ 1)<2x2+3x—2>

A=9+16=25 = x;="2=-2 xp==5_1

Oczywiscie, czynnik x2 + 1 nie ma miejsc zerowych, zatem réwnanie ma dwa

rozwigzania: x =—2 V X = %

f) 3x*-7x3+7x-3=0
x4 —7x3 +7x-3=3x*-3-7x3 + 7x = 3(x* - 1) - 7x(x° - 1)

=3(x% - 1)(x? + 1) - 7x(x* — 1)

= (X2—1)<3(X2+ 1)—7X> = (X2—1)<3x2 +3—7x>

- <x+1><x—1><3x2—7x+3)
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A=49-36=13 = x1=7_g/§, x2—7+g§

Dostajemy ostatecznie cztery rozwigzania rownania:

X=%VX=1 lﬁ

X=-1 v vV X =

g) x3-13x—-12=0

x3—13x—-12=x3-x—-12x - 12
= x(x®=1) = 12(x + 1)
= x(x + 1)(x—1) = 12(x + 1)
=(x+1)(x(x—1)—12)
= (x+1)(x2-x-12)

=(x+1)(x+3)(x—4)

x € {-3,-1,4}

h) x4—10x2+16 =0
Nie zawsze jednak przeksztatcenia zastosowane w powyzszych przyktadach sg
tatwe do zauwazania. Niekiedy udaje sie wykorzystac inne metody, na przyktad
gdy wielomian zawiera tylko potegi o wyktadniku parzystym, skuteczne moze byc¢

podstawienie nowej zmiennej. Podstawmy tutaj t = x2, dostajemy wéwczas:

x*=10x2 +16 =t2—10t + 16 = (t —2)(t - 8)

=(x2-2)(x°-8) = (x—\/§><x+\/§><x—2\/§><x+2\/§>
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Mamy wiec zbidr czterech rozwigzan réwnania:

x € {-2V2, -2, 2, 21/2)

) x/—26x%-27x=0

Podstawienie zastosowane w poprzednim przyktadzie zawsze upraszcza réwnanie,
w ktdrym wielomian ma tylko potegi o wyktadnikach parzystych. Réwniez w innych
sytuacjach podstawienia mogg okazac sie skuteczne.

Mozemy tutaj, po wytaczeniu czynnika x przed nawias, podstawi¢ t = x3 , potem

skorzystac ze wzorow na sume bgdz réznice trzecich poteg, otrzymujac:

x7 —26x4 - 27x = x(x6 —26x3 - 27) - x((x3)2 —26x3 - 27) - x<t2 — 26t — 27)
= x(t+1)(t—27) = x(x3 + 1)(x2 - 27)

=x(x +1)(x2 =x + 1)(x = 3)(x% + 3x + 9)

Obie funkcje kwadratowe sg juz nierozktadalne, bowiem:
Ay=1-4=-3<0, A,=9-36=-27<0,
zatem mamy trzy rozwigzania:
x=-1v x=0vVv x=3

) x3-6x2+7x—-10=0
Najogdlniejsza, sposrdd omawianych w szkole, metoda rozktadania wielomiandw

o wspotczynnikach catkowitych na czynniki jest oparta na nastepujgcym twierdzeniu.
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Twierdzenie

Niech bedzie dany wielomian:
W(x) = apx" +a, 1x" 1 + - +ajx+ap,

gdzie wszystkie wspotczynniki ag,aq, as, ..., a, s liczbami
catkowitymi oraz a, # 0. Jesli wielomian W ma pierwiastek
p

bedacy liczbg wymierng, to jest on postaci g’ gdzie p jest

dzielnikiem ag, zas q jest dzielnikiem a,.

Podamy jeszcze szczegodlny przypadek powyzszego twierdzenia, dotyczacy

wariantu, w ktérym wspdétczynnik przy najwyzszej potedze wynosi 1.

Twierdzenie

Niech bedzie dany wielomian:

Wx)=x"+a, 1x" "+ +ajx+ap,
gdzie wszystkie wspotczynniki ag,a¢, as, ...,a,_1 sa liczbami
catkowitymi. Jesli wielomian W ma pierwiastek bedacy liczba

wymierna, to jest on liczbg catkowita, ktdra jest dzielnikiem ag .

Zwroémy uwage, ze powyzsze twierdzenia podajg jedynie warunki na istnienie
wymiernych pierwiastkow wielomianu, nic nie méwigc o mozliwych pierwiastkach
niewymiernych. Na przyktfad, stosujac je do bardzo prostego wielomianu stopnia

drugiego:

dostajemy informacje, ze jedynymi mozliwymi pierwiastkami wymiernymi wielomianu
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W moga by¢ podzielniki liczby 3, czyli =3, -1, 1 lub 3. Latwo mozna sprawdzic,
ze zadna z tych liczb nie jest miejscem zerowymdla W . Natomiast nieskomplikowany

rozktad na czynniki:

oznacza, ze mamy dwa pierwiastki niewymierne.

Zastosujemy przytoczone wyzej twierdzenie do rozwigzania rownania
x3—6x2+7x-10=0

Wspodtczynnik przy najwyzszej potedze wielomianu W wynosi 1. Zatem, jesli
istniejg pierwiastki catkowite, to muszg by¢ podzielnikami wyrazu wolnego. Sprawdzamy

wiec kolejno dzielniki liczby 10 czyli: 1,2, 5, 10, -1, -2, -5, —10.
W1)=1-6+7-10=-8#0,

W(2)=8-24+14-10=-12#0
W(5) = 125-150 + 35— 10 = 0

ZnaleZlismy (odgadlismy) jeden z pierwiastkdw wielomianu W .
Oznacza to, ze nasz wielomian jest podzielny przez dwumian
x—5. Dzielenie to przeprowadzimy przy pomocy schematu Hornera, sporzgdzajgc

ponizszg tabelke:
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Otrzymalismy zatem nastepujacy rozktad:
W(x)=x3=6x2+7x-10 = (x=5)(x° = x + 2),

ktdry okazuje sie juz najprostszym mozliwym rozktadem,

gdyz A=1-8<0.

Roéwnanie ma wobec tego tylko jedno rozwigzanie x =5.
k) x3—4x2-15x-6=0

Sprawdzajgc kolejne podzielniki wyrazu wolnego, czyli:

1,2, 3,6, -1, -2, -3, —6, ustalimy w pewnym momencie, ze:
P(-2)=-8-16+30-6=0

Stosujac schemat Hornera, dzielimy wiec wielomian przez (x +2):

1| -4|-15| -6

co daje nam rozktad:
x3—4x2-15x -6 = (x + 2)(x2 —6x - 3),
Poniewaz drugi czynnik jest funkcjg kwadratowg, zatem wystarczy teraz obliczyc:

A=36+12 =48,

X1 = 6_\2@= 6_2\/5 =3-2V3, xp= 6”2/E = 6#.12\/5 =3+2V3.
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Mamy wiec petny rozktad na iloczyn:

x3 - 4x% - 15x —6 = (x + 2)(x?> — 6x — 3)

- (x+2)(x—3+2\/§)<x—3+2\/§>

Daje to nam tréjelementowy zbidr rozwigzan:
x €{-2,3-2V3,3+2V3,)

) x*-5x3-32x2+72=0

Wyraz wolny 72 ma dosy¢ duzo podzielnikdw, przy odrobinie szczegscia by¢ moze

trafimy w miare szybko na:
W(=2)=(—2)*-5.(-2)3=32.(2)2+72=16+40-128 + 72 =0

Przeprowadzamy dzielenie wielomiandw:

11-5|-32| 0 |72

-2 1, -7|-18]36| 0

x4 —5x3-32x2 + 72 = (x + 2)(x3 — 7x2 = 18x + 36)

Dla powstatego wielomianu G(x) = x3 — 7x2 — 18x + 36 ponownie testujemy

podzielniki wyrazu wolnego, predzej czy pdzniej ustalajgc, ze:

G(-3)=(-3)3=7-(-3)2-18-(-3)+36 =—27-63+54+36 =0

13
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Ponownie dzielimy:

1| =7 |-18 |36

-3 1|-10| 12| 0

x4 = 5x%—32x2 + 72 = (x + 2)(x° = 7x2 — 18x + 36) = (x + 2)(x + 3)(x2— 10x + 12)
A=100-48=52 = x; =10V 5 /13, x,= 1082 5, /13

Mamy zatem petny rozktad:
x*-6x3-32x + 72 = (x +2)(x+8)(x=5+ V13)(x-5-V13)
oraz cztery rozwigzania rownania:

=—3 V XxX=-2 Vv X=5—\/§ \Y, X=5+\/ﬁ

m) 2x3+3x2+15x +7 =0

Poniewaz wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest rozny od jeden, musimy
skorzystac¢ z najogolniejszej postaci twierdzenia. Wypiszemy najpierw wszystkie
podzielniki p oraz g, odpowiednio wyrazu wolnego czyli liczby 7 i wspdtczynnika

przy najwyzszej potedze czyli liczby 2:
pef{£1,+7}

q € {+1,+2}

Tworzymy teraz wszystkie mozliwe ilorazy postaci g :

}

NI

5i

N —

ge{ﬂ,i?,i
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Twierdzenie o pierwiastkach wielomianu mdwi, ze jesli wielomian V ma pierwiastek
wymierny, to bedzie to jedna z powyzszych o$miu liczb. Sprawdzamy je zatem,

az natrafimy na:

—_

30 o
—T+7—O

AW

+

ENTN

V(—1)=—§+%—?5+7=—

21 3|15] 7

N =

Co oznacza, ze

V(x)=2x3+3x2+15x+7=<x+%> <2x2+2x+14>=2<x+%><x2+x+7>

Czynnik bedacy funkcjg kwadratowg nie rozktada sig juz, poniewaz :

Zatem rownanie ma jedno rozwigzanie x =-—

N =

n) 5x3-12x2-16x+8=0

Tak jak w poprzednim przyktadzie, zapisujemy odpowiednie podzielniki, otrzymujac:

pe{+£1,+2 +4 +8}

q € {+1,+£5}

ef{+1,+2 +4 +8

[6211)V)
-+
ald
H
[6;1)ee)
—

+

QT
o=
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Jesli wielomian P(x) = 5x3 — 12x2 — 16x + 8 ma pierwiastek wymierny, wéwczas
bedzie to ktdras z powyzszych szesnastu liczb.

Okazuije sie, ze:

3
2 _ 40 48 32 o _ 40 240800, 1000
)‘12 (5) —-16- _+8 ﬁ 255 *8 = 125 125 125" 125 = 0

L]
/
allno
N——

1

O‘I
A
alln

5| -12|-16 | 8

-10|-20| O

alno
(&)

5x3 —12x2 — 16x + 8 = (x—%) (5x2—10x—2o) =5(x—§) <x2—2x—4>

A=4+16=20 = x;=ZYD_ 115, x,=2V0_1,f5

2

5x3—12x2-16x+8 =5 (x - £ ) (x*~2x-4) = 5 (x= &) (x-1+V5) (x-1-5)
Mamy ostatecznie tréjelementowy zbidr rozwigzan:

xe{1-v5, £, 1+1/5}

0) x*—18x3+82x2-18x+1=0

Okazuje sie, ze wszystkie prezentowane dotychczas metody rozwigzywania
rownarn okazg sie w tym przypadku nieskuteczne. Poniewaz wspoétczynniki wielomianu
zarowno przy najwyzszej jak i najnizszej potedze wynoszg 1, zatem jedyne
wymierne rozwigzania tego réwnania mogg by¢ réwne 1 lub —1. Po podstawieniu
tych liczb do wzoru wielomianu widzimy jednak, ze nie bedg one rozwigzaniami.

Zatem rownanie jest albo sprzeczne albo jego rozwigzania sg liczbami niewymiernymi.

16
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Zauwazmy tutaj bardzo szczegdlng postac wielomianu po lewej stronie rownania.
Jest on bowiem symetryczny, tzn. aj = a4 oraz a; = ag. Wykorzystamy ten
fakt, dzielac réwnanie stronami przez x2 , ta operacja jest prawidtowa, poniewaz

rozwigzaniem nie jest liczba 0. W wyniku tego manewru dostajemy:

x2—18x+82-18,. 1 _¢
X X

x2+ L —18x-18.82-0
X X
X2+X1—2—18<X+ >+82=O

1
X

Uzyskana postac¢ rownania pozwala teraz na podstawienie nowej zmiennej:

poniewaz:

zatem mozemy zastgpic:

X2+l= <x+l>—2=t2—2
x2 X
W takim razie, sprowadzilismy nasz problem do rownania kwadratowego:

t2-2_-18t+82=0

t2-18t+80=0

A=324-320=4, t;j=-—-"S=8, ty= =10
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Wracajgc do zmiennej x , dostajemy:
x+1-8 v x+l-10
X X

x2+1=8x Vv x2+1=10x

Rozwigzanie powyzszych dwdch nieskomplikowanych réwnan kwadratowych

konczy nasze obliczenia:

x2_8x+1=0, A=64—4=60, +/A=1+60=2V15

x = E2Y18 L4 15, = B2Y15 4. /15
x2-10x+1=0, A=100—4=96, +A=v9 =46

xg= 1006 5 \f5,  x,=100V6 _5.0/6

Podsumowujgc, mamy czteroelementowy zbidr rozwigzan:
(5-2v6,4-15,4+115, 5+ 26}

3. Roztozy¢ wielomiany na czynniki
a) W(x)=x*+2025
Rozwigzywanie rownan wielomianowych jest oczywiscie czesto zwigzane z
technikami rozktadu wielomianu na postac iloczynu ale niekiedy rozwigzanie
rédwnania jest tatwiejsze niz roztozenie wielomianu na czynniki. Gdyby$smy bowiem

rozpatrywali rownanie:

x4 +2025=0,

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
- Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.
Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie

dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.




Fundusze Europejskie Rzeczpospolita  Dofinansowane przez NCBR ]| 3
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badan i Rozwoju

to zapisujac

x* = 2025,

widzimy natychmiast, Zze jest ono sprzeczne, niewiadoma podniesiona do potegi
parzystej nie moze da¢ wartosci ujemne;j.

Nalezy jednak pamietac, ze kazdy wielomian stopnia co najmniej trzeciego daje
sie roztozy¢ na czynniki. Inaczej moéwigc, wielomiany nierozktadalne to tylko
funkcje liniowe oraz kwadratowe z ujemng delta.

Rozktad na czynniki jest czesto znacznie trudniejszy do uzyskania niz rozwigzanie
rownania, tutaj dostaniemy go, przeprowadzajgc kilka manewrdw wykorzystujgcych

proste wzory skréconego mnozenia:

x4 +2025 = x* + 452 = x* + 90x2 — 90x2 + 452 = (x2)2 +90x2 + 452 — 90x2
_ (x2 . 45)2 - (x/%x)z - ((x2 +45) + sx/ﬁx) ((x2 +45)— sx/ﬁx)
- (x2 +3V10x + 45>(x2 ~3v10x + 45)

Oczywidcie, obie funkcje kwadratowe sg juz nierozktadalne.

b) H(x) = x8 + 64

W pierwszej kolejnosci skorzystamy ze wzoru na sume trzecich poteg:
as+p3 = <a+b><32—ab+b2),

ktadac w nim a = x2, b = 4, a nastepnie dla powstatego wielomianu stopnia

czwartego przeprowadzimy rozumowanie analogiczne do poprzedniego przyktadu:
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x6 464 = x2)3+ 3 (x +4)( x4 — 4x2 +16>

4
Ex2+4)<x r8x2-8x%-4x%+16) = (x2+4)(x4+8x2+16—8x2—4x2)
(x2+4)(x +8x2 + 16) —12x) (x2+4)((x2+4)2—(\/ﬁx)2)
(x2+4)(x +4—\/—2x)(x2+4+\/Ex>
=<x2+4)(x2—2\/§x+4)(x2+2\/§x+4>

UzyskaliSmy najprostszy mozliwy rozktad, poniewaz wszystkie trzy czynniki
kwadratowe sg juz nierozktadalne.

c) P(x) = x8 + 64

x8+64 = x8+16x* —16x* + 64 = x8 + 16x* + 64 — 16x%
< (x4 +8) = (462" = (1% 4 8) + x?) (0 + 8) - 4x2)

= (x*+4x?+8)(x* - 4x? + 8)

(x*+ 4V2x2 -4V + 8.4 4x2 ) (x* + 4V2x% - 4V2x? + 8- 4x?)
(x4 + 4V2x® + 8-4V2x2 4 4x2 ) (x* + 4V2x% + 8- 4V/2x2 - 4x?)
(x +4V/2x2 + 8) - 4x2(\/§—1))((x4+4\/§x2+8)—4x2(\/§+1))
((x+2v2)° - (2xVV2-1)")((x +2v2)" - (2xV/V2 1))
(@ +2v2 20y Va-1)((x2+ 2v2- 20V V2 1)
(
-
(

<x2+2 2+ ox\/ 2+1><<x r2v/2- 2x\/\/§+1)
<x2+2\/\/——1x+2\/§

)((x2-2V/v2-1x+2v2)
(@ 2V 1 x2v2)((

x2—2\/\/§+1x+2\/_)
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Wszystkie cztery funkcje kwadratowe tworzgce powyzszy rozktad majg delty

ujemne, wiec uzyskany rozktad na postac iloczynu jest najprostszy.

Funkcje wymierne i niewymierne

Zadania

Rozwigzac réwnania:

X—-2 3
3) x—5=2+x—5
b) 14 +4—x= 7 1
x2—-9 3+x x+3 3-X
0) x+3_x;3=1+ x2
X+2 Xx-2 x2—4
d) 7+18x _ 30 _ 13
x3-1 x2-1 x2+x+1
e) L Xy LI
X+1 x+2 x+3
f 4x2 + 3 . 3x2-5 5x —17 38x2 + 25x + 2

= +
X2+4x+3 Xx2+5x+6 x2+3x+2 x3+6x2+11x+6

Przeksztatci¢ ponizsze wyrazenia do najprostszej postaci:

1 1
X2—2Xx+2 X2+2x+2
X+ 2 X+3

X2—4x+3 Xx2-3x+2
. Wyznaczyé wartosci statych A, B, C ... tak, aby prawdziwe byty réwnosci:

77X + 1 _ A . B
x2-5x+6 Xx—2 x-3
3x2-3x+1 A B C

b) —"——==—+ +
x3-2x2+x X x—-1 (x-1)2
5x +2 A Bx +C

C) = +

x3+1 X+1 x2_x41

Rozwigzac réwnania:

a) 2Vx+5=x+2
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b) V10-x+Vx+3=5

C) Vx+1+yx-7=4

d) V3x—2+Vx-1=3

e) Vx+14—4/3x-2=2

f) 2x2+3x-5V2x2+3x+9+3=0

Rozwigzania
X-2 3
1. =2
3 X—-5 +x—5

W przypadku réwnarn wymiernych rozpoczynamy od ustalenia dziedziny. Oczywiscie,
warunkiem jg wyznaczajgcym jest tutaj x —5 # 0, bowiem wyrazenie w
mianowniku utamka nie moze by¢ réwne zero.

Zatem D = R\ {5} = (—00,5) U (5, +).

Uproszczenie postaci rdwnania dostaniemy likwidujgc zapis utamkowy, co zrealizujemy
mnozgc stronami przez x — 5. Poprawnosc tej operacji zapewnia nam dziedzina,

gdyz nie ma zagrozenia mnozeniem stronami przez zero.
xX—2=2(x-5)+3

XxX—-2=2x—-10+3
x=5

Zauwazmy jednak, ze wartos¢ x = 5 nie nalezy do dziedziny, zas innych

rozwigzan nie ma. W takim razie rownanie jest sprzeczne.

14 +4—x_ 7 1
x2—9 3+x x+3 3-x

b)
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D:x?2-9#0 A x+3#0 A 3-x#0

Poniewaz x2 -9 = (x + 3)(x — 3), zatem:
D =R\{-3,3)

Teraz, po nieznacznym uporzgadkowaniu postaci rownania:

14 +4—x_ 7 N 1
x+3)(x-3) x+3 x+3 x-3

mnozymy je stronami przez (x + 3)(x —3):

14+(4-x)(x—-3)=7(x—-3)+x+3

14 +4x—12-x2+3x=7x—-21+x+3

X% +7x+2=8x—-18

x2+x—20=o
A=1+80=81 = X1=%=—5, x2=_12+9=4

Poniewaz x1,x, € D, zatem rownanie ma dwa rozwigzania x =-5 lub x =4.

X+3_x-3 .. X2
X+2 x-2 X2 -4

c)

D:x-2#0 A x+2#0 A x2—4;é0
Oczywiscie x2 —4 = (x —2)(x + 2), zatem:

D=R\{-2, 2}
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(X +3)(x—2) = (x=3)(x +2) = x® =4 + x2
x2—2x+3x—6-(x2+2x—3x—6)=2x2—4
2x2 -2x-4=0
x2-x-2=0
A=1+8=9 = XxX1=—F5=-1, Xo=—7F-=2
Poniewaz x, =2 ¢ D, zatem jedynym rozwigzaniem rownania jest x = —1.

7+18x _ 30 13

d = -
) x3-1 x2-1 x24+x+1

D : x3—1;é0 A x2—1;é0 A x2+x+1;é0

Poniewaz:
=1 =(x=Nx2+x+1), x2=1=Kx=1)(x+1)

oraz dla funkcji kwadratowej x2 + x + 1, widzimy, ze A < 0, zatem dziedzina jest
zbiorem:

D =R\{-1, 1}

7 +18x 30 13

X=DR+x+1) X=1X+1) x24x+1

Mnozymy réwnanie stronami przez (x + 1)(x = 1)(x2 + x + 1), otrzymujac po

uproszczeniach rownanie kwadratowe:

(7 +18x)(x + 1) = 30(x% + x + 1) = 13(x + 1)(x = 1)
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7x +7 +18x2 + 18x = 30x2 + 30x + 30 — 13x2 + 13

X2 —5x—-36=0

A=25+144=169 — X1=%=_4, X2=5+13=9

X1 ,Xo € D, zatem mamy dwa rozwigzania:
X=-4 v x=9

1 X 1
+ + =
Xx+1 x+2 x+3

D:x+1#0 A x+2#0 A x+3#0

D =R\ {-3,-2,—1}

X+2)x+3)+x(x+ )X +3)+(x+1)(x+2) = (x +1)(x +2)(x + 3)
X2+2X+3X+6+XQ2+3X+X+$+X2+2X+X+2=(X+UQ2+2X+3X+®
2x% +8X +8+X° +4x° +3x =x3 +5x2 + 6X + X2 +5x + 6
x3+6x2+11x+8=x3+6x% + 11x +6
8=06

Wszystkie wyrazenia zawierajgce zmienng x ulegty redukcji, otrzymaliSmy

zalezno$¢ nieprawdziwa, zatem rownanie jest sprzeczne.
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4x?+3  3x®-5 _ 5x—17  38x2+25x+2
X2 +4x+3 X2+5x+6 x2+3x+2 x3+6x2+11x+6

D : x2+4x+3;é0 A x2+5x+67é0 A x2+3x+27&0 A x3+6x2+11x+6;é0

W tym zadaniu juz samo wyznaczenie dziedziny wymaga nieco wysitku,

o ile dla wszystkich funkcji kwadratowych sprawa jest prosta:
x2+4x+3 = (x+1)(x+3), x2+5x+6 = (x+2)(x+3), Xx2+3x+2=(x+1)(x+2),

to roztozenie na czynniki wielomianu  W(x) = x3 + 6x2 + 11x + 6 wymaga
zastosowania poznanych wczesniej metod.

Badajgc podzielniki wyrazu wolnego, czyli liczby 6 sprawdzamy, ze:
W(-1) = (-1)3+6(-1)2-=11+6=0

i kontynuujemy, dzielgc wielomian W(x) przez x + 1. Oczywiscie najlepszym

sposobem jest wykorzystanie do tego schematu Hornera:

116/|11]6

Mamy wiec:

x3+6x2+11x+6 = (x + 1)(x% + 5x + 6) = (x + 1)(x + 2)(x +3)
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Uzyskane rozktady wykorzystamy za chwile do dalszego przeksztatcania naszego

rownania, natomiast mamy wyznaczong dziedzine:

D =R\{-3, -2, -1}
Zapisujgc mianowniki utamkow w postaci iloczynow:

4x2+3 _ 3xE-5 _ 5x—17  _ 38x%+25x+2
(x+1)(x +3) (X+2)(X+3)_(X+1)(X+2) x+1)(x+2)(x +3)

widzimy, ze dostaniemy uproszczenia mnozac réwnanie stronami przez
(x +1)(x + 2)(x + 3). Mamy wiec:

(4x2 + 3)(x + 2) + (32 = 5)(x + 1) = (5x — 17)(x + 3) + 38x2 + 25x + 2

4x3 +8x2 + 3x +6 +3x3 + 3x2 —5x—5 = 5x2 + 15x — 17x — 51 + 38x2 + 25x + 2
7x3 —32x2 - 25x +50 = 0

Musimy na koniec rozwigza¢ powstate po uproszczeniach réwnanie stopnia

trzeciego, na szczescie tatwo wskazac, ze jednym z pierwiastkow jest x = 1.
Wykonujemy zatem dzielenie:

Dostajemy zatem:

(x—=1)(7x2=25x—-50) = 0

A =625+1400 = 2025 = X1=25—45=—20 10

_ 10 25445 _
7 -4 - 70 Xe= =3
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PoniewaZz wszystkie obliczone wartosci nalezg do dziedziny, mamy trzy rozwigzania:

2. a) Sprowadzamy utamki do wspdlnego mianownika:

1 1 _ X2 +2x+2 _ x2—2x+2
X2=2x+2 X2+2x+2 (X2-2x+2)(x2+2x+2) (X2 +2x +2)(x2—2x +2)
_ X2 +2x +2— (X2 —2x +2) _ 4x
i <(x2 +2)—2x)<(x2+2)+2x> (2422 - (2x)2
4x 4x

x4 +4x214-4x2 x4+ 4

b) W celu znalezienia mozliwie najprostszego wspdlnego mianownika zapisujemy

najpierw obie funkcje kwadratowe w postaci iloczynu:

X+2  Xx+3 X +2 3 X +3
X2—4x+3 x2-3x+2 (X-1)(x-3) (x-1)(x-2)
x+2)(x-2) (x +3)(x—-3)
T x—NH(x-3)(x-2) (x-1)x-2)(x-3)
(X2—4)—(x2-9) _ 5

x-1x-3)(x—-2) xX-1)(x-3)(x—-2)

x+1 A N B
x2-5x+6 X—2 x-3

Aby wyznaczy¢ wspoétczynniki A, B rozktadamy mianownik na czynniki:

7x + 1 _ A . B
x-2)(x-3) x-2 x-3

i mnozymy stronami otrzymang rownosc przez (x — 2)(x — 3). Dostajemy wiec:

7X+1=A(Xx-3)+B(x-2).
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Najprostszym sposobem rozwigzania problemu jest wykorzystanie faktu, ze
mamy do czynienia z zaleznoscig funkcyjng, czyli wyrazenia po obu stronach sg
rowne dla wszystkich x € R. Mozemy zatem wstawic¢ do niej dowolng wartos¢
niewiadomej x. Oczywiscie, wstawimy takie wartosci aby uzyska¢ mozliwie

najkorzystniejsze uproszczenia. Wstawiajgc zatem x = 2 otrzymujemy:
7-2+1=A(2-3)+B(2-2)

15=-A = A=-15

Wstawiajgc teraz x = 3 dostajemy:
7-3+1=A3-3)+B(3-2)

22=B = B=22.

Otrzymujemy wiec ostatecznie:

7x+1  -15 N 22
x2-5x+6 X—2 Xx-3
Zaprezentowane tutaj, proste techniki obliczeniowe bedg wykorzystywane w

matematyce wyzszej w procesie obliczania catek.

b) x-3x+1_A B  _C
x3-2x2+x X x-1 (x-1)2

3x2 —3x + 1
X(x2=2x + 1)

B C
+

A
=—+
X x—-1 (x=1)2

x?-3%+1_A B . _C
x(x—1)2 x x=1 (x=1)2
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Mnozac stronami przez x(x —1)2 dostajemy:
3x2—3x+1=A(x-1)%+Bx(x—1) + Cx

Tak jak w poprzednim przyktadzie, mozemy podstawic za niewiadomg x dowolne

liczby, wstawimy zatem takie, aby uzyskac uproszczenia. W takim razie, dla x = 0

mamy:

0+1=A(-12+B-0-(-1)+C-0 = A=1,

natomiast dla x = 1 otrzymujemy:
3.12-3.1+1=A(1-12+B-1-(1-1)+C-1 = C=1

W celu znalezienia B, poréwnamy wspétczynniki przy x2 funkcji kwadratowych

znajdujacych sie po obydwu stronach réwnosci:
3x2—3x+1=A(x2-2x +1) + Bx2—Bx + Cx,

3x2—3x+1=x2(A+B) +x(—2A-B+C) + A.

Daje to nam:

A+B=3,

a poniewaz wyliczylismy wczesniej, ze A = 1, zatem B = 2. Dostajemy wiec
ostatecznie:

3x2 —3x + 1 2 1
+

1
- = — %
x3-2x2+x X x—-1 (x-1)2
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5x+2 _ A N Bx +C
x3+1 X+1 x2_x41

Zauwazmy najpierw, ze na podstawie wzoru na sume trzecich poteg, mamy:

c)

x3+1=(x+1)x%-x+1),

zatem nierdwnosdé:

5x +2 __A |, Bx+C
x+1)(x2—-x+1) x+1 x2_x+1

mnozymy stronami przez (x + 1)(x2 —x + 1) i dostajemy:
5x+2=AXx2=x+1)+(Bx + C)(x + 1),

5x +2=Ax2—Ax—A+Bx2 +Bx +Cx + C,
5x+2=(A+B)x?+(B+C—-Ax+A+C.

Poréwnujgc wspotczynniki przy odpowiednich potegach dostajemy uktad rownan:

A+B=0
B+C-A=5
A+C=2

Z rodwnania pierwszego i trzeciego otrzymujemy:

31
This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
- Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



i Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR I||||.

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badar i Rozwoju

zatem po wstawieniu do réwnania drugiego daje nam:
-A+2-A-A=5,

co prowadzi do ostatecznego rozwigzania uktadu rownan:

A=-1
B=1
C=38
oraz poszukiwanej rownosci:
5x+2 -1 X+3

= +
x3+1 X+1 x2_x41

4. a) 2Vx+5=x+2
Warunkiem wyznaczajgcym dziedzine rownania jest x+5 > 0, bowiem wyrazenie
pod pierwiastkiem kwadratowym nie moze by¢ ujemne. Zatem D = [-5, +).
Uproszczenie réwnania wymaga zlikwidowania pierwiastka, co zostanie zrealizowane
przez podniesienie stronami do kwadratu. Nalezy jednak pamietad, ze bedzie
to miato sens tylko wtedy, gdy obie strony réwnania bedg tego samego znaku.
Poniewaz lewa strona jest oczywiscie nieujemna, zatem warunkiem rozwigzalnosci

jest x+2 >0, czyli x € [-2, +x) . Przy takim zatozeniu, dostajemy:
(2Vx+5) = (x+2)
4<X+5> =x2 +4x + 4
4% +20 = X% +4x + 4

x2=16 = x=4 Vv x=-4
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Zauwazmy, ze obie wyliczone wartosci nalezg do dziedziny réwnania, jednakze
tylko pierwsza z nich spetnia warunek zwigzany z podniesieniem stronami do

kwadratu. Zatem jedynym rozwigzaniem rownania jest x = 4.

b) V10—x+Vx+3=5
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny:

D:10-x>0 A x+3>0

D=[-3,10]

Poniewaz obie strony sg dodatnie, zatem mozemy podnie$¢ réwnanie stronami

do kwadratu bez zadnych dodatkowych zatozen.

<\/10—x+ \/x+3>2 =25

10-x+2V10-x-Vx+3+x+3=25

2v/10—-x-Vx+3=25-10-3

\/10—x-\/x+3=6

Ponowne podniesienie stronami do kwadratu (nie wymagajgce zadnych zatozen,
poniewaz obie strony sg nieujemne) spowoduje ostateczne pozbycie sie pierwiastkdw,

zatem dostaniemy do rozwigzania proste rownanie kwadratowe

(\/10—)(- \/x+3>2 - 36

(10-x)(x+3) =36

10x + 30 —x2 —3x = 36

X2—7x+6=0
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A=49-24=25 = x;=012=1, ;=026

Obie wartosci nalezg do dziedziny, zatem réwnanie ma dwa rozwigzania x = 1

lub x =6.

c) Vx+1+Vx-7=4
D:x+1>20 A x=-720

D =[7, +o)

Mozemy podnies¢ rownanie stronami do kwadratu bez dodatkowych zatozen,

bowiem obie strony sg dodatnie.

(\/X+1 +\/X—7>2=16

X+1+2Vx+1-Vx=-7+x-7=16
2VXx+1-Vx=-7=16-2x—-1+7
VKo 1 VX7 =11-x

Kolejne podniesienie rownania stronami do kwadratu wymaga spetnienia warunku

11-x >0, czyli x € (-0, 11].

(Vart-va=7) = (11-x)

<x+1><x—7> = 121 — 22x + X2
X2—7x+x—7=121-22x + x°

16x =128 = x =8
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Wyliczona wartos¢ nalezy do dziedziny, spetnia rowniez warunek poprawnosci

podniesienia do kwadratu, mamy zatem jedno rozwigzanie rownania x = 8.

d) V3x—2+Vx-1=3

D:3x-2>20 A x—-1>0
D=[1,+)

<\/3x—2+\/x—1)2=9

3x—2+2V3x—2-Vx—=1+x-1=9

2v/38x—2-Vx—1=12—4x

V3x—-2-Vx-1=6-2x

Teraz, podniesienie stronami do kwadratu wymaga spetnienia nierownosci

6—-2x >0, czyli x € (-, 3].

(\/3x—2-\/x—1)2=<6—2x>2

3x2 —3x —2x + 2 = 36 — 24x + 4x%

x2—-19x+34=0

A=361-136=225 = xq=1519-2 x,=1915_47

Obie wyliczone wartosci nalezg do dziedziny réwnania, jednakze tylko pierwsza
z nich spetnia warunek zwigzany z prawidtowym podniesieniem stronami do

kwadratu. Zatem jedynym rozwigzaniem jest x = 2.
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e) Vx+14—1/3x-2=2
D:x+14>0 A 3x-22>0

Podniesienie stronami do kwadratu wymagatoby spetnienia zatozenia:

Vx+14=v3x-2>0

Aby unikng¢ rozwigzywania powyzszej nieréwnosci, dokonamy nieznacznej modyfikaciji

naszego réwnania, przenoszgc jeden z pierwiastkdw na drugg strone:
Vx+14=2+V3x-2

Teraz, obie strony sg nieujemne, wiec podniesienie do kwadratu realizujemy bez

sprawdzania dodatkowych warunkow:
2 2
(\/x ¥ 14) - (2 " \/3x—2>

X+14=4+43x-2+3x-2
44/3x-2=12-2x
2V3x—-2=6—-x

Podnosimy stronami do kwadratu, przy zatozeniu 6 —x > 0, czyli x € (-, 6].
4(3x-2) = 36— 12x + x2

x2—24x + 44 =0
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— 24+20 — 22

A=576-176 =400 = x;=2220=2, xp,=24

2

Mimo, ze obie wyliczone wartosci nalezg do dziedziny réwnania, to drugg z nich
odrzucamy, poniewaz nie spetnia warunku zwigzanego z podniesieniem stronami

do kwadratu. Zatem jedynym rozwigzaniem réwnania jest x = 2.

f) 2x2+3x-5V2x2+3x+9+3=0

W celu wyznaczenia dziedziny nalezy rozwigzac¢ nieréwnos¢ kwadratowa;:
D :2x?>+3x+93>0,

aponiewaz A=9-4-2.-9<0 wiec D=R.

Po przeniesieniu pierwiastka na prawg strone:
2X2+3X+3=5\/2X2+3X+9,

rownanie da sie rozwigzac podnoszac je stronami do kwadratu (przy odpowiednich
zatozeniach), jednakze po dosc¢ zmudnych przeksztatceniach, metoda ta sprowadza
sie do znalezienia pierwiastkéw wielomianu stopnia czwartego, co nie jest prostym
zadaniem. Znacznym utatwieniem bedzie wykorzystanie szczegodlnej postaci
naszego réwnania, umozliwiajgcej podstawienie nowej zmiennej. Oznaczmy
zatem:

2X2+3X+3=t,

co daje nam znacznie prostszg postac réwnania:

t=5Vt+6
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Zaktadajac, ze t > 0, mozemy podnies¢ je stronami do kwadratu:
t2 = 25(t + 6)

t2 —25t—150 = 0

A=625+600=1225 = 1 =2%-5 1,=25_30

Wartos¢ t = -5 odpada, poniewaz nie spetnia warunku t > 0, zatem wracajgc

do zmiennej x dostajemy do rozwigzania réwnanie kwadratowe:
2x2 +3x +3 = 30

2x2 +3x-27 =0
A=9+216=225 = xqj=—-12-_9 , -315_3

Ostatecznie, réwnanie ma dwa rozwigzania x = —% lub x =3.

Podsumowujac, dzieki podstawieniu nowej zmiennej sprowadziliSmy nasze zadanie
do rozwigzania dwdch prostych réwnan kwadratowych, zamiast rozwigzywacd

skomplikowane réwnanie stopnia czwartego.

Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

Zadania

1. Rozwigzac rownania wyktadnicze:

32X - 94—X

(l >X _ 82x+7

7. 3X+1 _ 5X+2 — 3X+4 _ 5X+3

5X - 53X = 20
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e) 49¥-8-7*+7=0
fy 8X+18X=2.27%
<\/2—\/§> + (\/2+ \/§>X =4
2. Przeksztatci¢ wyrazenia do najprostszej postaci:

a) logs(5v/5)
) log 2%8

glog> 5

(¢ O

o

)
) logg 27 -logg 16
)

g) 2l0gs3 _ glogs 2

f) 10ga(V3+1)+l0ga(V6-2) +loga(V3~ 1) + loga(V6 +2)
3. Rozwigzac réwnania logarytmiczne:
a) logs ( ) = logo % —logo x

b) 3logg(x +2) = 210g4(2 — X)
1 5

) 1+Iog5x 3- Iog5x:
d) x'°93° = 250 — 5/°9s X
) X

x1°9% = 100x

O

e

Rozwigzania

1. a) 3% = g4~
Poniewaz wszystkie dziatania zwigzane z potegowaniem sg tutaj poprawne dla
kazdej liczby rzeczywistej x,zatem D =R.
W tym rozdziale bedziemy korzystac z elementarnych wzoréw wykfadniczych:

Jesli a,b > 0 oraz x,y € R, wtedy prawdziwe sg rownosci:

X . g¥ = gy
X

a_ = ax -y

ay
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() o
&b =(a b)x
== (2)

Podstawowy mechanizm rozwigzywania najprostszych rownan wyktadniczych,
polega na zapisaniu wyrazer po obu stronach przy pomocy poteg o jednakowe;j

podstawie:
4—x
32X — <32>
32X = 32-(4—X)

32X - 382X 5 ox-8-2x

4 =8 << x=2e€D

D=R

<2_1 )X _ <23>2X+7
27X —2b6x+21 o _y_ Gx 421

—7x=21 < x=-3e€D

c) 7- X+1 _gx+2 _ gx+4 _ 5x+3

D=R

7.3%.31 85X .52 _3x.34_5X.53
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d) 5% —5%X =20
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NCEBR»

Narodowe Centrum Badar i Rozwoju

Dofinansowane przez
Unig Europejska

21.3¥—25.5 =81 .3 - 125. 5
125.5X —25.5% = 81 .3 - 21 . 3%
5X(125 — 25) = 3%(81 — 21)

100 - 5% =60 - 3¥

5.5¢=3.3%
5X+1 - 3X+1
5X+1
3x+1 -

(3)7-(3)

X+1=0 < x=-1e€D

Najskuteczniejszg metodg uproszczenia postaci rownania bedzie podstawienie

nowej zmiennej t =5 :

A =400+500=900 =

t—ﬁ =20
t
t2 — 125 = 20t

2 —-20t—125=0

ty = 20;30 =5, fp= 20;30 - 25
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Pierwszy wariant daje nam sprzeczno$é¢ 5% = -5, natomiast drugi 5% = 25

implikuje jedyne rozwigzanie réwnania x = 2.

e) 49¥-8.7X+7=0
D =R

(72>X—8-7X+7=o
<7X)2—8-7X+7=0

Podstawiamy nowg zmienng t = 7%, sprowadzajgc nasz problem do rozwigzania

rownania kwadratowego:
t?-8t+7=0

A=64—28=36 - t1=T=1, t2=T=

Powrdt do zmiennej x daje nam ostatecznie dwa rozwigzania:
7% =1 v 7%=7

x=0eD v x=1€D

fy 8X+18X=2.27%
D =R

Przeksztatcimy najpierw rownanie w taki sposdb, aby wyrazenia wyktadnicze

miaty mozliwie najprostsze podstawy:

() +(2-88) =2-(3°)"

23X+2X.32X:2.33X
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Dzielimy teraz réwnanie stronami przez 33X :

23X X, 32X 2. 33X
+ —

33x 33x 33x

X
) CO 0znacza, ze pozostaje nam rozwigzanie

win

Podstawimy nowg zmienng f = (
rownania stopnia trzeciego:

t3+t—2=0

Badajac podzielniki wyrazu wolnego ustalamy, ze jednym z rozwigzan jest t = 1,

nastepnie przeprowadzamy dzielenie:

t3+t—2=<t—1>(t2+t+2>

UzyskaliSmy juz najprostszy rozktad, gdyz A < 0 , zatem jedynym pierwiastkiem

wielomianu jest t = 1, wracajgc do zmiennej x dostajemy zatem:

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
BY

Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

i Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR I||||.

Do rozwigzania powyzszego rownania przydatne jest dostrzezenie ciekawej

zaleznos$ci miedzy podstawami poteg:

- 2\/_2+ 43

i (2+ 2+ ‘/2_'_

W takim razie, mozemy przeprowadzi¢ podstawienie nowej zmiennej:

< 2+\/§>X=t

co prowadzi do radykalnego uproszczenia postaci rownania:

1+l‘=4

t

1+12 = 4t
t2—4t+1=0

t_4—\/_ 42\/—
J =

2

2_\/3,
2+/3 X=2—\/§ v <\/—> =2+1/3

<<2+«§)%)X=2+1_@ y (<2+ﬁ)%>x=z+¢5

A=16-4=12 = 4*‘/_ 4+2\f = 2+1/3
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X
=~ =-—1 Vv
2

x=-2¢€D Y] x=2¢e¢D

2. Rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych wzordw logarytmicznych, ktére
bedziemy wykorzystywac w tym oraz nastepnym zadaniu.

Niech a,b € (0,1)u(1,+00), X,y > 0, p € R. Mamy wdwczas:
logax=p < aP=x

log,(x - y) =logy X +log, y
X
log, <}_/> =loga x —log, y

log, xP = plog, x

logp x
1002 X = logy, a
1
0gyb =
9a logp, a
092X _

a) Pierwszy sposdb to zamiana logarytmu z iloczynu na sume logarytmaow:

Iog5(5\/g) = 1095 5 + logs V5=1+ % = g

Inny sposdb wykorzystuje zapis liczby logarytmowanej w postaci jednej potegi:

3
2

1
l0g5(5/5) = logs(5' - 52) = logs 52 = 3 logs 5 = 3
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b) Skorzystamy ze wzoru na zmiane podstawy logarytmu:

log, 8 3 3

|0922\3/§ log,25 310922

lo 8 = 9
9282° 7 4

c) Kluczowe jest odpowiednie zapisanie podstawy potegi:

8|0925 = (23>|0925 - 23|0925 = 2|092 53 = 53 =125

d) Obydwu logarytmom zmienimy podstawe na znacznie wygodniejszg czyli 2:

logo 27 logo 16  logp 3% 4
log28 logs9 3 og, 32
=3I0923' 4 _ 5

3 2log, 3

logg 27 - logg 16 =

e) ologs 3 _ glogs 2

Policzmy najpierw:

logs 3 1
ologs 3 _ ology5 _ o 092 3'|0925 = ologp 3-logs 2

_ <2I092 3)'095 2 _ 3logs2
Oznacza to, ze odjemna i odjemnik sg sobie réwne, wobec tego:

2Iog5 3 _ 3I095 2 — O

f) loga(V3 +1) +10ga(V/6—2) +loga(v/3 - 1) + logs(V/6 + 2)
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Zmienimy kolejnos¢ sktadnikdéw i zamienimy sumy logarytméw na logarytm

iloczynu:

logo(V/3 + 1) + loga(V6 = 2) + loga(V3 = 1) + 10ga(V6 + 2)
= Iogz(\/§+ 1) + Iogz(\/g +logs( \/_ 2) + logs( \/€+2)
=logz (V3 + 1)(V3-1) >+b92<VF 2)(V6+2))
=logz (3-1) -logp (6-4)

=logo2+logo2=1+1=2

3. a) logs (% +x> = logo % —logs x

Logarytmowac mozna tylko wyrazenia dodatnie, zatem:

D: z+x>0 A x>0 = D=<O,+oo>

N —

Sume logarytmdéw zamieniamy na logarytm z iloczynu:

1 1
logs x + logo <§ +x> =logo =

2
lo X - l+x =lo 1
%x+x2:%

2x2 +x-1=0

A=1+8=9 = Xx;=""2=-1¢D, xp=""=

4
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b) 3logg(x +2) = 2log4(2 —x)
D:x+250 A 2-x>0 = D:<—2,2>

Poniewaz wystepujgce w réwnaniu logarytmy majg rézne podstawy, zatem dokonamy

ich zamiany, najlepiej wybrac liczbe 2 jako jednakowg podstawe:

5 l0ga(x +2) _ loga(2-x)

logo8 log, 4
5. logo(x +2) _o. logs(2 —x)
3 2

logo(x +2) = 10gs(2 - X)

X+2=2-x = x=0e€D

C) L S =3

1+logsx ~ 3—logsx

D: x>0 A 1+logsx#0 A 3-loggx #0

logg x # —1 A loggx #3
logs x # logs % A logsx # logs 125

X#: A x#125

D=(0,3)u(g. 125)u (125, +oo)

Mozemy teraz przeprowadzi¢ podstawienie nowej zmiennej:

t =logs X,
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co prowadzi do postaci rdwnania wymiernego:

1 5
1+t+3— =3

3-t+5(1 +t) =3(1 +t)(3—t>

3—t+5+5t=3(3—t+3t—t2>

~

4t +8 = 9 + 6t — 3t2
3t2-2t-1=0
A=4+12=16 = t;=2=-1 t, =221

Wracamy teraz do zmiennej x :
y
logs x = 3 v logsx =1

Ostatecznie mamy dwa rozwigzania:

d) x'°93° = 250 — 5/°9s X

D = (O, +oo>
Aby uproscic¢ postac¢ rownania, w wyrazeniu po lewej stronie zmienimy podstawe

logarytmu na x . Jest to mozliwe, poniewaz jak tatwo sprawdzic¢, liczba 1 nie jest

rozwigzaniem rownania.

logy 5 1 1
X|0935 = x100x3 = X(|09X5 |ng3> - <X|ng5>logx3 - 5|Og3X
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5logsx _ og( — 5logs X
2. 5093 - 250
5093 ~ 125
_5Iog3x - 53
logz x =3

x=27€D

e) x1°9% = 100x
D = <0, +oo>

Najprostszym sposobem rozwigzania jest zlogarytmowanie réwnania stronami,
oczywiscie przy pomocy logarytmu o podstawie 10. Jest to operacja poprawna,

poniewaz w catej dziedzinie wyrazenia po obu stronach sg dodatnie.

log (x'°9X> = log (1 00x>

logx - logx =1log 100 + log x

<Iogx>2 =2 +logx

Podstawienie nowejzmiennej t = logx prowadzi do postaci rownania kwadratowego:
2=2+t

t2—t=2=0

A=1+8=9 = f=1P2=-1, p=12-2
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Powrdt do zmiennej x daje zatem:
logx =—1 v logx =2

x:ieD v x=100e€D

2025 = 452 (20 + 25)2 = 2025 (1+2+3+4+5+6+7+8+9)2=2025 13423433443 453463473 4+834+93=-2025
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