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RACHUNEK WEKTOROWY

Zad.1 Znalezé kat miedzy wektorami di b korzystajgc z definicji iloczynu skalarnego:

Nasze wektory w uktadzie kartezjanskim majg nastepujgce sktadowe:

Definicja iloczynu skalarnego jest nastepujgca:

dob =|alb

Cos @

Wyliczmy z niej cos kata:

jsHl}
oy

@]

Cos g =

D,
o)

Jak widaé potrzebowac¢ bedziemy dtugosci obydwu wektoréw. Obliczamy je z

nastepujgcej zaleznosci:

|<'?1|=a:</af+a§+az2
6] =b= \Jb? +b? +D?

Co daje nam:
sop  (ai+a,j+ak)(bi+b j+bk
COSO!Z??,:( zyjz 2)( 2 ZJ 2 )
|a+b \/ax+ay+az\/bx+by+bz

Po podstawieniu danych:
(9?+2j+|2)(?+4i—7|2)_ 94+8_7 10

- = =0,13
V81+4+1J1+16+49  8l+4+1y1+16+49 97,17

CoOSa =

Zad.2 Obliczy¢ iloczyny skalarne i wektorowe nastepujgcych wektoréw:

a=i+2]+3k d=[123]
b=2+3j+4k < b=[234]
C=i-3]+4k ¢ =[1-34]

Korzystajgc z iloczynu skalarnego, pamietajgc, ze iloczyn mieszany wersoréw jest
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rowny 0, a tych samych 1 otrzymujemy:
dob=(ai+a,j+ak)e(bi+hj+bk)=ab +ab, +ap,

506=(T+2j+3l€)o(2f+3j+4|2)=2+6+12=2o

Oy
0

6:(2T+3I+4E)o(f—3j+412)=2—9+16=9
doC=(i+2j+3K)o(i ~3]+4k)=1-6+12=7

Aby policzy¢ iloczyn wektorowy wektoréw skorzystamy z metody wyznacznikowe;j:

i J k

dxb=|a, a, al|=abi+abj+abk-abk-abi-ab,j
b, b, b

Po podstawieniu sktadowych wektoréw otrzymamy:
i j Kk

dxb=[1 2 3[=81+6]+3k—4Kk-91 4] =—i+2]-K
2 3 4
i j ok

bxC=2 3 4/=12i +6k+4j-3k-12i —8] =0i —8] +3k
1 3 4
i j ok

dxC=[1 2 3|=8i+3j+3k—2k—-9i —4]=-1 -1]+1k
1 3 4

Zad.3 Obliczy¢ iloczyn skalarny sumy i réznicy dwoch wektorow:

j+5k

I
i+j-2k

T

3
Najpierw musimy obliczy¢ sume i réznice dwdch wektoréw. Obliczymy je
odpowiednio dodajac i odejmujac sktadowe wektoréw a oraz b

(a+6)=5i”—zj+312

(a-b)=—-4]+7k

Czyli ostatecznie otrzymamy:
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(a+6)o(a—6)= (5?—2j+312)o(—T—4j+7|Z)=—5+8+21=24

Zad.4 Znalezé wspotrzedne ponizszych wektorow (T i ] oznaczajg wektory

jednostkowe wzdtuz kierunkéw x i y):

LI

Wspotrzedne wektora znajdujemy odejmujgc sktadowg korncowag od poczatkowej
kazdej ze wspotrzednych:

[xk X5, Yy —yp}

Czyli:

A=[-5-(-1),-3-(-1)]=[-4,-2]=—4i -2]

B=[3-2-3-(-D]=[1-2]=1i-2]

C=[-6-(-3),4-1]=[-33]=-3i +3]
D

~[3-(-2),4—4]=[5,0] =51 +0]
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KINEMATYKA

Zad.5 Pojazd na trasie od punktu A do B porusza sie nastepujgcymi ruchami:

- ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem 2 m/s? przez pierwszych
10 sekund ruchu

- ruchem jednostajnym przez kolejne 30 sekund,

- ruchem jednostajnie opdznionym z opdznieniem 5 m/s? az do zatrzymania.
Obliczyc¢:

a) Predko$¢ maksymalng pojazdu.

b) Czas ruchu jednostajnie opdznionego.

c) Catkowitg droge przebytg przez pojazd.

d) Predko$¢ $rednig pojazdu od punktu A do B.

a) Przyspieszenie pojazdu mozna zapisac jako:
a2V _Y% Y
At At
Stad wyliczymy predkos$¢ koncowa przy zatozeniu ze predkos¢ poczgtkowa byta
zerowa momencie rozpoczecia ruchu.
aAt=v, —v,
aAt+v, =v,

Po podstawieniu danych predkos¢ korncowa wyniesie:

v, =2310s+02 = 201
S S S

b) Z opbznienia wyliczamy czas w ruchu opéznionym:

AV V=V,
azz—:
At At
At:Vk—Vp
a2
20M_oM
At = Sm S _4s
>

c) Catkowitg droge od punktu A do B policzymy sumujgc drogi w poszczegolnych
fragmentach ruchu: przyspieszonym, jednostajnym i opdznionym.
S=S§,+8S;+5,
4
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at® a,At?
S=|Vt+— |+Vt, +| VAt + 2
2 2
Po wstawieniu danych liczbowych:
m 2 m 2
. 2 (10s) . n 5(109)
s= 0—10s+5T +20—30s + 20—4s+5T =100m +600m +330m =1030m
S S S

Catkowity czas przebyty natomiast bedzie rowny sumie czaséw w poszczegdolnych
typach ruchow:

t.=t,+t; +t, =10s+30s +4s
d) Na koniec wyliczamy predkosc¢ Srednig pojazdu dzielgc catkowitg droge przez

catkowity czas:

Zad.6 Z punktu A i B jednoczes$nie wyruszajg ku sobie dwaj motocyklisci.
Motocyklista z punktu A porusza sie statg predkoscig 100 km/h, a motocyklista z
punktu B z predkoscig 150 km/h. Obliczy¢ po jakim czasie i w jakiej odlegtosci od
punktu A motocyklisci sie spotkajg. Odlegtos¢ miedzy punktami A i B wynosi 500km.
Droga jakg przebedzie motocyklista z punktu A:
X (t)=vt

Droga jakg przebedzie motocyklista z punktu B:

X, (1) =%, —V,t
Czas po jakim sie spotkajg wyliczymy poréwnujgc drogi jakie przebyli:

X (t) =% (t)

vit =X, —V,t

vit+Vv,t =X,

t(V, +V,) =X,

Po podstawieniu danych otrzymujemy:

5
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500km 500

= h=2h
(100km/h+150km/h) 250

Aby policzy¢ w jakiej odlegtosci od punktu A spotkajg sie obaj motocyklisci
podstawiamy wyliczony czas do pierwszego réwnania.
X

X(t)=v

SV +V,)

x, (t) =100km / h- 2h = 200km

Zad.7 Samochdéd osobowy i ciezarowy wyruszajg jednoczesnie z tego samego
miejsca. Osobowy z przyspieszeniem 1,5m/ s? a ciezarowy z przyspieszeniem 0,7m/
s?. Jaka bedzie réznica predkosci po uptywie 12 s i jaka bedzie pomiedzy nimi
odlegtosc?
Samochody poruszajg sie ruchem jednostajnie przyspieszonym.
Droga jakg przebedzie samochod osobowy wyniesie:
at’
t)="—
%(t)==
Natomiast droga jakg przebedzie samochod ciezarowy wyniesie:
at’
X, (t)=—2—
()=

Odpowiednio predkosci dla samochodu osobowego i ciezarowego:
v (t)=at
v, (t)=a,t
R&znica predkosci po uptywie 12 sekund wyniesie zatem:
Av=v, (t)-v,(t)=at—at=(a —a,)t

Natomiast odlegto$¢é pomiedzy samochodami:
2

t? at® t
Mx=x (1) % ()=~ (a,-a,)

Po podstawieniu danych:

Ax— (123)2

(1,5%-0,7@}:57,%
S S

6
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Zad.8 Rownanie dwodch punktow obserwowanych z uktadu wspotrzednych
kartezjanskich przedstawiajg réwnania:
h=(Bt+t)i +(2t+t+7)j+2tk
=0 +24 +(1+t)k
Znalezc¢:
a) predkos¢ punktu drugiego wzgledem pierwszego,
b) przyspieszenie punktu drugiego wzgledem pierwszego.

y

A

Wektor potozenia punktu 2 wzgledem 1 jest réwny:
hy =01
Wstawmy nasze wektory:

ry :T+2tT+(1+t)IZ—(3t+t2)7+(2t+t+t2)T+2tl2
Po odjeciu sktadowych otrzymamy:
ry =(1—3t+t2)f+(—2+t+t2)I+(l—t)lz
Wektor predkosci punktu 2 wzgledem 1 wyznaczymy liczac pochodng wektora
potozenia po czasie:

7
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o dry,
V, = —2
21 dt
V, =(3t-2t)i +(1-2t) j -k
Wektor przyspieszenia punktu 2 wzgledem 1 wyznaczymy liczgc pochodng wektora
predkosci po czasie:

L dv,
a, =—=
21 dt
d, =-2i -2]

Zad.9 Z wysokosci h puszczono swobodnie kamien. Obliczyc¢:

a) Po jakim czasie kamien spadnie na ziemig?
b) Jaka bedzie koncowa predkosc tego kamienia?

Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Warunki poczgtkowe:

v, =0
a=-g
yo:h

Ruch jakim porusza sie kamien bedzie ruchem przyspieszonym, co w kierunku osi y
zapiszemy jako:

2

YO =y, +ut+ 2

Korzystajgc z warunkoéw poczatkowych:

8
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gt

t)=h->-
y(®) 5
a). Kamien osiggnie ziemie kiedy y sie wyzeruje

y(t)=0
*2
0=h—£—>gt*2 :2h—>‘t*2‘: 2h
2 g

Czyli czas po jakim ciato osiggnie ziemie wyniesie:
. /Zh . f2h
t=[—vl =—|—
g g

Stuszna jest wartos¢ dodatnia czasu.

NCBR»
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b). Predkos¢ koncowg wyznaczymy liczgc pochodng drogi po czasie.

o d .
v, =Vv(t ):d—i/:—gt

Po podstawieniu uprzednio wyznaczonego czasu uzyskujemy:

v, =Vv(t)=-g /Z_h = —/2hg
g

Zad. 10 Z poziomu ziemi wyrzucono ku goérze pitke Obliczyc¢:

a) Czas wznoszenia
b) Maksymalng wysokos¢ na jakg wzniesie sie pitka

> <<

A I °v.
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Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Warunki poczatkowe:

v, =0
a=-g
Y, =0

Ruch jakim porusza sie kamien bedzie ruchem przyspieszonym, co w kierunku osi y
zapiszemy jako:
2

YO =Yy +ut+ -

Korzystajgc z warunkdéw poczatkowych:

y(t):0+vot—gE
2
a). Czas wznoszenia obliczymy z predkosci ciata:
v(t)=v,—gt
Musi sie ona wyzerowac
v(t)=0
O=v,—gt’

b). Maksymalng wysokos¢ na jakg wzniesie sie ciato obliczymy podstawiajgc za
droge w osi y obliczony czas wznoszenia.

VO
A J 9
hmax :y(t ):VOE_T
ﬁ_xi
max_g Zg
Vo
max 2g

10
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Zad. 11 Na wysokosci h leci samolot ktéry wyrzuca bombe z predkoscig vo. Znalez¢:

a) Czas po jakim bomba spadnie na ziemie
b) W jakiej bedzie to odlegtosci od miejsca jej wyrzutu
c) Rownanie toru bomby

Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

> <

.
.
"

Opisana sytuacja jest niczym innym jak rzutem poziomym skfadajgcym sie z dwdch
ruchéw: jednostajnego w przdéd oraz swobodnego spadku z przyspieszeniem
ziemskim g. Mozemy to zapisac przy pomocy ponizszych réwnan:

X(t) =X, +V,,t

t2
y(O) =Y, +V,,t— 97

Dla naszego przypadku réwnania te bedg miaty postac:
X(t) =v,t

a). Bomba osiggnie ziemie kiedy y sie wyzeruje czyli analogicznie jak ma to miejsce

w spadku swobodnym:

11
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y(t)=0

N
=

O=h—%*2—>gt*2:2h—>‘t*2‘: —

Czyli czas po jakim ciato osiggnie ziemie wyniesie:

t = /z—hvt*:— /Z_h
g g

Rozwigzaniem bedzie wartos¢ dodatnia czasu.

b). Odlegto$¢ upadku bomby od miejsca jej wyrzutu bedzie zasiegiem w tym rzucie.
Obliczymy jg podstawiajgc wyznaczony powyzej czas do rdwnania w 0si X:
z=x(t")=vt

2h

L=V, 6 |—
0
g

Réwnania opisujgce ruch wzdtuz poszczegdlnych osi uktadu wspotrzednych sg
rownaniami parametrycznymi. Tym parametrem jest czas. W celu znalezienia
réwnania toru nalezy odparametryzowac te rownania przeksztatcajgc je z postaci:
x=f(t)
y="(t)
do postaci niezaleznej od czasu:
y="f(x)
Wyliczmy wiec czas z jednego z rownan:
X
Xt)=vt>t=—
\Y/

i podstawmy go do drugiego réwnania:
X
g v
X) = h __ N0/
y(x) 5

Otrzymamy wéwczas réwnanie toru bomby:

12
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g ..
X)=h- X
y(X) Y

2
0

Zad. 12 Z poziomu ziemi pod katem o do poziomu zostat wystrzelony z armaty

pocisk z predkoscig vo. Znalezc:

a) Czas po jakim pocisk spadnie na ziemie

b) Maksymalng wysokosc na jakg wzniesie sie pocisk

c) Odlegto$¢ upadku pocisku od miejsca wystrzatu
d) Roéwnanie toru pocisku

Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

y

A

Opisana sytuacja skitadajg sie z dwdch ruchdéw: jednostajpego w przéd oraz
jednostajnie przyspieszonego z przyspieszeniem ziemskim g. Poniewaz predkosc¢
wystrzelenia pocisku jest skierowana pod kgtem, nalezy jg roztozy¢ na sktadowe

wzdtuz poszczegdlinych osi. Roéwnania opisujgce ruch wzdtuz poszczegdlnych osi

bedg nastepujgce:
X(t) =v, t

gt’
y(t) = VOyt - 7
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Potrzebujemy wiec predkosci wzdtuz osi x i y. obliczymy jg z trojkata prostokatnego
jaki uzyskamy po rozktadzie predkosci vo na sktadowe z odpowiednich funkciji
trygonometrycznych:

V,, =V, -Cosx

Vo, =V, -SinNa
Po podstawieniu powyzszego do réwnan ruchu dla poszczegdlnych osi otrzymamy:

X(t) =v,tcosa

y(t) :votsina—%

Bomba spadnie na ziemie kiedy y sie wyzeruje
y(t)=0

*2
Vot*sina—£:0
2

Wytgczmy t* przed nawias

Otrzymamy dwa rozwigzania:
2v,sina
g

Pierwsze jest czasem dla momentu wystrzelenia pocisku drugi czas jest czasem po

t'=0vt =

jakim pocisk spadnie na ziemie.

b). Czas t , po ktorym pocisk osiggnie maksymalng wysoko$¢ na jakg wzniesie sie
pocisk wyznaczymy z warunku zerowania sie predkosci w kierunku pionowym.
V,(t)=0

Wektor potozenia pocisku w dowolnej chwili czasu zapiszemy jako:
- : gt® ) -
r(t)=vtcosai +| vtsina — - J

Stgd wektor predkosci wyniesie:

14
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—

V(t) = 2—: =V, cosai +(V,Sinar —gt) |
Zatem sktadowa y wektora predkosci jest rowna:
vV, =Vt sina — gt
Po przyrownaniu do zera:
vt sina—gt =0

Czyli czas po ktérym pocisk osiggnie maksymalng wysoko$¢ wyniesie:

.V Sina
9

t

Czyli maksymalna wysokos¢ bedzie rowna:

v.sinag _visinfa  visina visina

h.=yt)=vsina - -
29 g 29

Ostatecznie:

_vsin‘a
29

c). Odlegto$¢ upadku pocisku czyli jego zasieg obliczymy podstawiajgc czas przelotu

h

max

pocisku od wystrzatu do momentu upadku t'.

. . 2v,sina 2visina VZsin2a
z=X(t")=vt cosa=v,———C0Sq@ =—>——C0Sax =———
9 g 9
vZsin2a
1="2——
9

Jak wida¢ z powyzszego réwnania i z rysunku ponizej, zasieg zalezy zaréwno od

predkosci wystrzatu jak i kgta pod jakim wystrzelono pocisk.

15
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a) a

v,=30m/s
=

v,=40m/s
Tf’o=50m:’s

45°

X
Zaleznosc¢ zasiegu od predkoSci wyrzutu a) i kgta wyrzutu b).

Obliczmy jak zmieni sie zasieg wraz ze zmiang kata wystrzelenia pocisku.
v2sin2a
Musimy w tym celu policzy¢ pochodng z wzgledem kata a.

dz  2v;cos2a

da g

Funkcja z(«) osigga maksimum jezeli jej pochodna sie zeruje. Zatem:
2V, cos2a _ 0
g
Czyli:
cos2a =0
2a="
2

Nasz kat wystrzatu przy ktérym zasieg pocisku bedzie maksymalny wyniesie zatem:

a=" =45
4

16
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d). Réwnania opisujgce ruch wzdtuz poszczegdinych osi uktadu wspétrzednych sg
rownaniami parametrycznymi. Tym parametrem jest czas. W celu znalezienia

réwnania toru nalezy odparametryzowac te rownania przeksztatcajgc je z postaci:
x=f(t)
y="f(t)

do postaci niezaleznej od czasu:
y="f(x)

Wyliczmy wiec czas z jednego z rownan:

vV
X(t) =vitcosa >t =—2

COS«x
| podstawimy do drugiego:
. t?
y(t) =vtsina L
2
2
X
X . V COSx
y(x)=v,———sing ——°
V, COS & 2

Po uproszczeniu zapisu dostajemy rownanie toru pocisku (tzw. krzywa balistyczna):

2

y() =xga ——————
29V, cos” o

Zad.13 Z wysokosci h spada kula i uderza w ptaskg przeszkode nachylong pod
katem 45 stopni. Punkt zderzenia znajduje sie w potowie wysokosci z jakiej rzucono
kule. W jakiej odlegtosci od punktu A upadnie kula jezeli zderzenie bedzie idealnie

sprezyste?

17
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s A B
Ruch jakim porusza sie kamieh bedzie spadkiem swobodnym z przyspieszeniem g

(czyli ruchem przyspieszonym), co w kierunku osi y zapiszemy jako:

2

YO =Yy +ut+ -

Korzystajgc z warunkdéw poczatkowych:

v,=0
a=-¢g
y =D
° 2
Otrzymamy:
h gt?
t)=———
yO=5-=
Aby wyliczyé czas lotu do przeszkody musimy za y(t) podstawi¢ O:
2
O:D—£—> gt? :h—>‘t2‘: h
2 2 g

Czyli czas po jakim ciato dotrze do przeszkody wyniesie:

t:ﬁvt:_ﬁ
g g

Stuszne jest rozwigzanie dodatnie. Predkos¢ z jakg kula uderzy w przeszkode
18
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wyliczymy z przyspieszenia w tym ruchu wstawiajgc za t nasz wyliczony czas oraz

przyspieszenie g za a:

a=-"1

t
vy=at=g\g=4/gzg=Jgfh

W zadaniu zatozono, ze zderzenie kuli z przeszkodg jest idealnie sprezyste zatem
predkos¢ po zderzeniu zgodnie z zasadg zachowania pedu jest taka sama jak przed

zderzeniem:
mv, =mv,
v, =V,
Od momentu odbicia nasz ruch kuli bedzie rzutem poziomym z wysokosci h/2.

Réwnania ruchu w obu osiach bedg nastepujgce:
X(t)=vt

h gt?
t)=——1-
y(t) 5"

Kula osiggnie punkt B gdy y(t)=0 czyli podobnie jak w pierwszej czesci zadania

bedzie to po czasie:

Podstawiajgc ten czas do rownania w osi x otrzymamy odlegtos¢ AB:

X(t) =Jg?Jg

Czyli ostatecznie nasza odlegtos¢ AB wyniesie:

x(t) =+h? =h

19
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DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

Zad.14 Z jakiej wysoko$ci nalezy pusci¢ kule, aby pokonata ona petle o promieniu 50

cm?

Mamy tu przyktad zastosowania zasady zachowania energii. Energia potencjalna
wozka w punkcie A jest rowna sumie jego energii kinetycznej (do punktu B) i energii
potencjalnej jakg kula musi mie¢ w punkcie C czyli na wysokosci petli, ktéra jest
podwdjnym jej promieniem:

2

mgh = m7v +mg2R
Jak wida¢ masy mozemy skrocic:
V2
h=—+g2R
9 > g

Aby kula pokonat petle w punkcie C musi istnie¢ rébwnowaga sit ciezkosci i sity

dosrodkowej. Inaczej kula odpadnie.

mg = mv
R
Tutaj rowniez mozemy pozbyc¢ sie masy:
V2
7R

Podstawmy zatem g do wzoru na zasade zachowania energii:

20
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2 2 2
Yh-L IR
R 2 R

2 2

Vh=Y o
R 2
lh:—+2
Ostatecznie:
h=>R
2

Po podstawieniu danych wysokos¢ bedzie réwna:
h:§Q5m:%§m:L2&n
2 2

Zad.15 Dwa ciezarki o jednakowych masach m1 zawieszono na lince przerzuconej
przez nieruchomy niewazki bloczek. Na jednym z ciezarkdw potozono pierscien o
masie m2 (Rys a). Oblicz:

a) przyspieszenie z jakim poruszajg sie ciata,

b) site napiecia linki,

c) droge jakg pokonajg ciezarki w czasie t.

Tarcie linki o bloczek, mase bloczka i linki pomijamy, przyspieszenie ziemskie wynosi

g.

a)

L.
'

N, A
|
m,
mZ
Q, -
\ (51

21
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Na Rys a) N i Q z odpowiednimi indeksami oznaczajg odpowiednio sity naciggu liny

i ciezar ciezarkéw. U nas: N, =N, =N

a) Rozpoczynamy od napisania, zgodnie z dynamicznym rdéwnaniem ruchu
wynikajgcym z Il zasady dynamiki Newtona, réwnan na wypadkowe sity dziatajgce na
ciezarki przyjmujgc kierunek dodatni dla ciezarkow z prawej strony rysunku w dot, a
dla ciezarkow z lewej strony rysunku w gore.
Il zasady dynamiki Newtona bedzie miata postac:
am=F,

gdzie Fy to wypadkowa sita dziatajgca na dany ciezarek.
Roéwnania te w zapisie wektorowym bedg miaty postac:

(m +m,)a=Q +N

ma=N+Q,
Do wyliczenia przyspieszenia potrzebujemy zapisu skalarnego. Czyli:

(m+m,)a=0Q,—N

ma=N-Q,
Dodajmy réwnania stronami:

(m+m)a+ma=Q -N+N-Q,

Jak widac¢ naciagi sie skrécg

m,a+2ma=Q, -Q,
Wyliczmy przyspieszenie uktadu ciezarkow:

ai2m+m,)=Q -Q,

a= Q-Q
2m, +m,
Ciezary Q1i Q2 sg réwne:
Ql = (ml + mz)g
Qz =mg

Po wstawieniu do rownania na przyspieszenie otrzymujemy:

g (M+M,)g-mg
2m, +m,

22
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Po odjeciu:

M9
2m, +m,

b) Site napiecia linki wyliczymy podstawiajgc obliczone przyspieszenie do np.

rownania ma=N -Q,.

m,g
m-—==—=N-m
Y2m +m, 19
m,g
N=m —=—+m
f2m +m, 19

m
N=mgqg| —2—+1
1g(2m1+m2 j

c) Uktad porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym z wyznaczonym

przyspieszeniem a. Droga w ruchu jednostajnie przyspieszonym wyraza sie wzorem:

at?
S=S,+Vt+—
2

W naszym przypadku potozenie poczatkowe czyli punkt, w ktérym rozpoczyna sie
ruch so, mozna przyjg¢ za = 0. Podobnie nie znamy predkosci poczatkowej vo.

Roéwniez i jg przyjmujemy za = 0. Nasz wzdr zatem przyjmie postac:

at?
S=—
2
Podstawiajgc obliczone wczesniej przyspieszenie otrzymujemy:
ng t2
S = 2m, +m, — m,9 2
2 2(2m, +m,)
Ostatecznie:
— ng t2
4m, +2m,

Zastanoéwmy sie teraz co by byto gdyby nasz bloczek sie obracat i nie byt niewazki
czyli posiadatby mase np. ms (Rys b). Czy obliczone przez nas wielkosci byty by
takie same?

23
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Podobnie jak w poprzednio rozpoczynamy od napisania, zgodnie z dynamicznym
rownaniem ruchu wynikajgcym z Il zasady dynamiki Newtona, réwnah na
wypadkowe sity dziatajgce na ciezarki. Réwnania te w zapisie wektorowym bedag
miaty identyczna postac. Zapiszmy je juz tylko skalarnie:

(m+m,)a=0Q —N,

ma=N,-Q,
Nalezy zwrdci¢ uwage, ze naciggi po obydwu stronach bloczka nie sg juz sobie
rowne poniewaz bloczek ma mase i sie obraca tzn. nie traktujemy go jako niewazki.
W omawianej sytuacji bloczek porusza sie ruchem obrotowym z przyspieszeniem .
Bedag na niego zatem dziataty dwa momenty sit po obydwu jego stronach zwigzane z
sitami naciggu nitki. Zauwazmy, ze nie sg one teraz jednakowe po obydwu stronach
bloczka. Moment sity z definicji jest rowny iloczynowi wektorowemu ramienia i sity:

M = RxF

Wartos¢ momentu sity wyliczymy ze wzoru:

M=R.F.sin<(§,|f)

gdzie sitg F sg u nas sity naciggu N1 i N2, a ramieniem promien walca R.

Zatem na nasz bloczek dziatajg dwa momenty sit po obydwu jego stronach:

M, =R-N, -sin90°

oraz:
M, =R-N,-sin90°
Co daje nam:
M,=R-N,
M,=R-N,

Dla bloczka poniewaz jest w ruchu obrotowych musimy zastosowac Il zasade
dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego:
le=M

w

1
Gdzie | to moment bezwtadnosci walca (| :Eme,Rz), g-przyspieszenie katowe, za$s

My to wypadkowy moment sit dziatajgcy na bloczek.

24
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Zatem:
le=M,-M,

%m3R2 % —RN, -RN,

Po skréceniu:

%maa: N,—N,

Nie znamy naciggow linki. Mozemy je wyznaczy¢ z pierwszych réwnan:
N,=Q,—(m +m,)a
N, =ma+Q,
Ciezary Q1i Q2 sg réwne odpowiednio:
Q =(m +m,)g
Q,=mg
Zatem:
N, =(m +m,)g—-(m +m,)a
N, =ma+mg
Wymnazajgc nawiasy:
N, =mg+m,g—ma-m,a
N, =ma+mg
Podstawmy do rownania:
%mba =mg+m,g—ma-m,a—-ma-myg
Wyliczamy przyspieszenie liniowe ukfadu:

1
SMa+Mma+ma+ma=mg

1
a §m3+2m1+m2 =m,g

Ostatecznie:

m,9

a=
1
Em3+2ml+m2

b) Sity naciggu nitek juz zostaty wyliczone wczesniej i wynosza:
25
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N, =mg+m,g—-ma-m,a

N, =ma+mg

c) Przebytg przez ciezarki droge policzymy analogicznie jak poprzednio podstawiajgc

jedynie inne a.

m,g t2
—m,+2m +m,
S=
2
Co po przeksztatceniu da nam:
s= M9 t?

m, +4m, +2m,

Zad.16 Ze szczytu rowni pochytej o katach przy podstawie 30 i 60 stopni po jej
zboczach zsuwajg sie identyczne ciata. Rownia porusza sie po ptaszczyznie z
przyspieszeniem a w lewg strone. Jakie musi by¢ warto$¢ tego przyspieszenia aby
oba ciata zsunety sie po zboczach réwni w jednakowym czasie? Wspotczynnik tarcia

ciat o podtoze rowni wynosi 0,5, przyspieszenie ziemskie g=9,81 m/s?.

Rozrysujmy na poczatek wszystkie sity jakie dziatajg na obydwa ciata.

— —

Na kazde z ciat dziata sita ciezkosci Q, i Q,, ktora jest wypadkowa dwdch sit

dziatajgcych prostopadle i rownolegle do réwni. Poniewaz mamy podany

wspotczynnik tarcia, pomiedzy ciatami a podtozem rowni bedg dziataty rowniez sity

tarcia T1 i TZ. Roéwnia przemieszcza sie w lewg strone z przyspieszeniem a zatem

— —

pojawig sie sity bezwladnosci Fb1 [ sz. Zaznaczmy réwniez katy pomiedzy sitami.
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a

Rozpoczynamy od napisania, zgodnie z dynamicznym réwnaniem ruchu
wynikajgcym z Il zasady dynamiki Newtona, rownan na wypadkowe sity dziatajgce na
nasze ciata. |l zasady dynamiki Newtona bedzie miata postac:
am=F,

gdzie Fw to wypadkowa sita dziatajgca na dane ciato. Réwnania te bedg miaty
postac:

ma =F+F-T,

ma, =FK-F-T,
Jak widac przyspieszenia ruchu ciat na obu zboczach bedg inne, bo inne sg katy
nachylenia do poziomu oraz drogi po jakich poruszajg sie ciata.

Nalezy wiec teraz wypisaC wszystkie sity dziatajgce na ciata po obydwu stronach

rowni:

F, =mgsin g F, =mgsina

F, =mgcos g Fs =mgcosa

F, =macos S F, =masina

F, =masin 8 F, =macosa

T, =uF, =u(F,-F) T,=uF, =pu(F+F)
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Jak widac sita nacisku lfnlbedzie réznicg sktadowej prostopadtej sity ciezkosci Ql

— —

pomniejszona o sktadowg prostopadta sity Fm- Z kolei sita nacisku FnZ bedzie sumg

— —

sktadowej prostopadtej sity cigzkosci Q, i sktadowej prostopadtej sity F,. Dzieje sie
tak poniewaz poruszajgcy sie klin przyciska ciato z lewej strony réwni, a podrywa
ciato zsuwajgce sie po stronie prawej réwni.
Podstawmy teraz nasze wyznaczone sity do rownan na Il zasade dynamiki:
ma, =mgsin S +macos S — u(mg cos f—masin )
ma, = mg sin & —macos a — (Mg cos o +masin )
Po skréceniu mas otrzymamy wyrazenia na przyspieszenia ciat po obu stronach
rowni:
a, =gsin f+acos S — ugcos S+ pasin g
a, =gsSina@—acosa — ug cosa — uasina

Oznaczmy teraz drogi po ktérych poruszajg sie ciata jako s1i s2.

) (s

Skoro czas zsuwania ciat ma by¢ po obydwu stronach réwni taki sam mozna te
czasy porownac ze sobg. Poniewaz wiemy juz jakim ruchem bedg poruszacé sie te

ciata skorzystajmy z wzoru na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym.

at?
S=S,+Vt+—
2

U nas so=0 i vo=0 zatem:

28

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
BY Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspodtfinansowanego ze srodkéw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

| NCBR»

Narodowe Centrum Badan i Rozwoju

at
S=—o
2
Dla obydwu stron rowni:
t? a,t?
S, =& oraz s, =2
2 2

Wyliczmy czasy i poréwnajmy je ze sobg:

tzﬁoraz t:ﬁ
a2
Wiec:
S_%
Y

Nie znamy drog po jakich poruszajg sie ciata. Mozemy wprowadzi¢ wysokos¢ dla
naszej réwni. Jak widac¢ z rysunku dzieli nam rownie na dwa trojkaty prostokatne i
jest ona taka sama dla obydwu stron. Majgc dane katy nachylenia o i B mozemy

skorzysta¢ z odpowiedniej funkcji trygonometrycznej w celu wyliczenia naszych drog.

. h . h
sina =— oraz sin f=—

SZ S1
Czyli:
h
S,=—— oraz s, =——
sina sin g
. . . .S, S,
Podstawmy wyliczone drogi do rownania E = o
2
Mamy:
h h
sing _sina
& a,
Po przeksztatceniach otrzymamy:
8 _ 3
sina sing

Wstawmy teraz za a1 i a2 wyliczone wczes$niej przyspieszenia:
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gsin g +acos f—ugcos S+ pasin f gsina—acosa — ugcosa — pasina
sina sin g

Mamy wyznaczy¢ przyspieszenie rowni a zatem wytgczmy to przyspieszenie przed

nawias w sktadnikach, w ktorych wystepuje. Podobnie zrobimy z przyspieszeniem
ziemskim g:

g(sinﬂ_ cosf sina cowj_a(_cow_ sina cos sin,BJ

: - ——+ [ : -
Sina sina sing ﬂsm,B sin g ﬂsmﬂ sina ﬂsma

Poniewaz znamy katy nachylen przy podstawie réwni wstawmy te wartosci do
powyzszego Wzoru:

(sinSO_ cos30 sin60 COS6Oj—a( cos60  sin60 cos30 sin30j
sin60 ' Sin60  sin30 ﬂsin30 sin30 “'sin30 sin60 ' sin60

1 3 B 1 1 BB
2 2 2 2 2 2 2 2
-~ = --4= 4+ y&s|l=al-=-u-L&=—-——-—-—u=
Ve E T T T T g
2 2 2 2 2 2 2 2
g(i—ﬂ—\/g“‘ﬂ]_a(—l—ﬂ\/g—l—ﬂij
3 NE)

Wyznaczmy a:

(3r00] 3
—1—ﬂJ§—1—ﬂj§ —Z—ﬂﬁ—ﬂ@

Pozbadzmy sie utamkdow pietrowych i znaku minus w mianowniku.

a=

1
N T T
2+‘u(\/_+\/—j 2\B+u(1+3) 23+4u 2(J§+2ﬂ)

Czyli:

Po podstawieniu danych:
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Zad.17 Policzy¢ Srodek masy uktadu punktow o masie m umieszczonych w

wierzchotkach trojkgta rwnoramiennego o ramionach a.

Nasz ukfad punktow mozemy umiesci¢ w uktadzie wspoétrzednych tak, ze jeden z

nich lezy w jego srodku, a drugi na osi x, a trzeci na osi y (Rys). Mozemy wiec

okresli¢ wspétrzedne kazdego z punktow

y

(a,0)m

N
N
m@ ®—x
(0,0) m(a,0)
Rozpiszmy wspotrzedne srodka masy dla poszczegdlnych osi.

Ogodlnie dla wektora potozenia zapiszemy:

Zr‘m‘ rm +r,m rm
_ = :11+2 2+"'+nn

m +m,+...+m
E m 1 2
i n

Dla osi x bedzie to:

3m
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Dla osi y bedzie to:

n

;y‘m‘ 0-m+0-m+am
yS: . =

Z m 3m

i=1

Ostatecznie:

y,==a
3

Zatem srodek masy ukfadu punktéw wypadnie w punkcie przeciecia sie wysokosci

trojkata rownobocznego.

Zad.18 Obliczy¢ moment bezwtadnosci punktow o masie m umieszczonych w

wierzchotkach kwadratu o boku a.

Gdzie r jest odlegtoscig masy od osi obrotu.

U nas odlegtosc¢ ta jest potowg przekatnej kwadratu zatem:
r=tay2
2

Podstawiajgc to do wzoru na moment bezwtadnos$ci otrzymujemy:

l 2

| = 6m-(— aﬁj

2

Czyli ostatecznie:
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[1 = 3me’]

Zad.19 Na réwnie pochytg z predkoscig 20 m/s wtacza sie walec i cienkoscienna
obrecz. Ktore ciato osiggnie wiekszg wysokos$¢? Przyspieszenie ziemskie wynosi
9,81 m/s2.

Skorzystamy na poczgtku z zasady zachowania energii. Energia potencjalna bedzie

réwna sumie energii kinetycznej ruchu postepowego i kinetycznej ruchu obrotowego:

E,=E,+E,
mv: e’
mgh=——+—
2 2

Nie znamy predkosci katowej z jakg toczy sie walec i obrecz, ale mozemy tu

skorzystac z zaleznosci pomiedzy predkoscig liniowg i kgtowa:

Y
w=—
R
Zatem:
2
Vv
w (%)
mgh = +
2 2

Gdzie | jest momentem bezwtadnosci raz walca raz obreczy.

Moment bezwladnosci walca jest rowny:

1
| ==mR?
2
Po podstawieniu otrzymamy:
"7 (&)
mv? R
mgh, = +
gh, == 5
Po uproszczeniu:
vV
gh ="+~
3
="V + Vv =2V
gh =7 2
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Czyli:

Po wstawieniu danych:

2
. Lzomj
h=> 3/ _30,58m

4981M
S

Moment bezwtadnosci obreczy natomiast jest rowny:

| =mR?
Po podstawieniu otrzymamy:
2
mR? (Vj
mv? R
mgh, = +
gn, 2
Po uproszczeniu:
ViV
ghz =t
gh, =Vv?
Czyli:
V2
h,=—
g

Po wstawieniu danych:

Wyzej wtoczy sie obrecz.

Zad.20 Z réwni pochytej o kgcie nachylenia a i wysokosci h stacza sie jednorodna

kula. Réwnia stoi na skrzyni o wysokosci H, Jak daleko od podstawy spadnie kula?
34
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Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Skorzystamy na poczatku z zasady zachowania energii, aby wyznaczy¢ predkosc¢
poczatkowg kuli z jakg spadnie ona z krawedzi réwni. Energia potencjalna bedzie

réowna sumie energii kinetycznej ruchu postepowego i kinetycznej ruchu obrotowego:

Ep = Ekp +E,
mv’: o’
mgh=——+—
2 2

Nie znamy predkosci katowej z jakg toczy sie kula, ale mozemy tu skorzystaC z

zaleznosci pomiedzy predkoscig liniowg i kgtowa:

Vv
w=—
R
Zatem:
2
Vv
w (%)
mgh = +
2 2
Moment bezwtadnosci kuli jest rowny:
2
| ==mR’

Po podstawieniu otrzymamy:
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2mR? ( v jz
, | =
mgh = mv + 5 R
2 2
Po uproszczeniu:
2 2
gh — V_ + V_

Czyli:

10 10
Vi=—"gh—|v=,|—gh
9 =9

Obliczmy teraz jak daleko poleci kula. W kierunku osi y mamy:

2
H=v, v
2

2
H =vsinat - 9
2

Utworzmy rownanie kwadratowe, aby wyznaczy¢ czas lotu kuli:
gt —2vsinat +2H =0
A=4(v*sina —2gH)

Wyliczmy pierwiastki tego réwnania:

2a
t2:ﬂ<0
2a

Czyli bierzemy t1.

_2vsina +J4(stin2a —2gH)
= %

Naszg odlegtos¢ upadku kuli s wyliczymy z warunku w kierunku osi x:

t

1
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X(t) =v t=vcosat

2vsina +J4(v?sin’ & —2gH)
29

,/10 ghsina + (10 ghsinza—2gHj
10 7 7
X(t)=s=, /—gh cosa

7 g

X(t)=s=vcosa

—gzhsinacosa + (ghsinza — ZQHJ
7
X(t)=s=

g

Poniewaz Sin 2o = 2SiN o COS & mozemy zapisac:

§gzhsin 200 + (gghsinza — gHj

X(t)=s=

g

Zad.21 Walec o promieniu R osadzono na poziomej osi i odwinieto z niego ni¢ w
ciggu czasu t. Odwaznik o masie m zawieszony na koncu nici przebyt droge s od
chwili rozpoczecia ruchu. Obliczy¢ moment bezwtadnosci walca. Przyspieszenie

ziemskie wynosi g.
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Rozpoczynamy od napisania, zgodnie z dynamicznym réwnaniem ruchu
wynikajagcym z || zasady dynamiki Newtona, rownan na wypadkowe sity dziatajgce na
ciezarek przyjmujgc kierunek dodatni w dot. Réwnania te w zapisie wektorowym
bedg miaty postac:

ma=Q+N
Do wyliczenia przyspieszenia potrzebujemy zapisu skalarnego. Czyli:

ma=Q-N

ma=mg—-N
Wraz z opadaniem ciezarka nasz walec obraca sie z przyspieszeniem ¢. Musimy

zatem napisac |l zasade dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego:

oraz:
M, =R-N,-sin90°
Co daje nam:
1 RNl
R-N

Dla bloczka poniewaz jest w ruchu obrotowych musimy zastosowac Il zasade

dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego:

le=M
Gdzie | to szukany moment bezwtadnosci walca, e-przyspieszenie katowe, zas Mto

moment sity dziatajgcy na bloczek. Zatem | bedzie réwne:

Moment sity z definicji jest réwny iloczynowi wektorowemu ramienia i sity:
M =RxF
Wartos¢ tego momentu sity wyliczymy ze wzoru:
M =R-F-sin«(R,F)
gdzie sitg F sg u nas sity naciggu N, a ramieniem promien walca R.

Zatem moment sity bedzie réwny
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M =R-N -sin90°
Nie znamy przyspieszenia liniowego i katowego. Pierwsze mozemy wyliczy¢ z

rownania na droge jakg ciezarek przebyt w ciggu czasu t:

at?
S=S5, +V,t+—
2

U nas so i vo sg réwne zero. Czyli przyspieszenie a wyniesie:
25

N3

Przyspieszenie katowe wyznaczymy ze zwigzku z przyspieszeniem liniowym:

Pozostaje jeszcze z Il zasady dynamiki dla ruchu postepowego wyznaczy¢ naciag
nici N:

N =mg—-ma

Oraz wstawi¢ obliczone wczesniej przyspieszenie a.

2s
(mg -m$)R?

| _NR_
a2
R t?

Ostatecznie szukany moment bezwtadnosci wyniesie:

2
| = mR? [i—lj
2s

RUCH DRGAJACY

Zad.22 Do sprezyny przyczepionej do sciany o statej sprezystosci k przymocowano
klocek o masie m. Nastepnie klocek ten wychylono z potozenia réwnowagi i
puszczono tak, ze poruszat sie on ruchem drgajgcym bez tarcia po ptaszczyznie
stotu. Jaka bedzie czestos¢ drgan klocka? Jak zmieni sie ta czestos¢ jesli klocek ten
zostanie powieszony na tej samej sprezynie a nastepnie wprawiony w drgania?
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a) b)
k F,i " 1
i l, k
4—44—}
l, X
x| ] F
SR
Q

Jak wida¢ z rysunku na klocek dziata sita sprezystosci Fs. Skorzystajmy z Il zasady

dynamiki Newtona i zapiszmy dynamiczne rownanie ruchu dla tego przypadku:

Q=F,
am=F,
Po rozpisaniu sity sprezystosci:
am =—kx

Minus jest stad iz sita ta jest przeciwnie skierowana do wychylenia. Zastgpmy

przyspieszenie drugg pochodng wychylenia po czasie

2
d—7)(m:—kx
dt
Po podzieleniu obydwu stron przez m otrzymamy:
x__k
at>  m

Jest to rownanie rézniczkowe, ktdrego rozwigzanie bedzie miato postac:

X = Acos at
Wyliczmy zatem przyspieszenie z powyzszego rownania, ale najpierw musimy
wyliczy¢ predkosc:

V= % =—Awsin wt
dt
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dv  d3x

dtdt?

Podstawmy za x i a do naszego rownania rézniczkowego:

—Aw? cos wt

k
—Aw? cos wt = —— Acos wt

m
Po skroceniu otrzymamy:
o =X
m
Czyli czestos¢ drgan klocka wyniesie:
k
w=,—
m

Teraz ten sam klocek powiesmy na sprezynie. Jak wida¢ na Rys. b) na poczatku
nasza sprezyna ma swojg dtugosc¢ spoczynkowg lo. Po zawieszeniu klocka wydtuzy
sie o xo. Dopiero teraz wychylimy jg o x1 z potozenia réwnowagi i puscimy wprawiajgc
w drganie.
Jak poprzednio korzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona i zapiszmy dynamiczne
rownanie ruchu dla tego przypadku. Bedzie ono inne poniewaz na klocek dziata
jeszcze sita ciezkosci Q:

am=Q-F

am =mg —kx

Podobnie zastgpmy przyspieszenie drugg pochodng wychylenia po czasie

d_""x m = mg —kx
dt?
Po podzieleniu obydwu stron przez m otrzymamy:
Ix_,_k
dt? m

Catkowite wydtuzenie sprezyny x jest u nas rowne:
X=X, +X%

Po podstawieniu:

d? k
dt)z(l = g—a(onrxi)
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d?x, k k
= —_ X, ——
dt? g m?®° m

X

Kiedy klocek wisi swobodnie sita ciezkosci jest zrownowazona sitg sprezystosci.

Zatem:
kx, =mg
Stad wyliczmy przyspieszenie ziemskie:
ko _ g
m

Po podstawieniu za g:

Otrzymamy:

w© o me

Zauwazmy, ze pojawit sie indeks ,1” przy x. Wynika to stad, iz dopiero po
rozciggnieciu do x1 i puszczeniu wprowadzamy klocek w drgania. W x wisi
swobodnie.

Postulowane rozwigzanie bedzie miato postac:

X, = Acos at

Podobnie i tu bedziemy potrzebowali przyspieszenia, wiec najpierw policzmy

predkosc¢:
V= d—xl =—Awsin wt
dt
2
dv_d )2(1 = —Aw’ cos ot
dt dt

Podstawmy za x i a do naszego réwnania rézniczkowego:

—Aw? coswt = LS Acos mt

Po skroceniu otrzymamy:

Czyli czestos¢ drgan klocka zawieszonego na sprezynie bedzie taka sama:
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Zmieni sie jedynie punkt rownowagi wokot ktérego wykonywane sg drgania.

Zad.23 Na nierozciggliwej nici o dtugosci 2,5m zawieszono Kulke o srednicy 3 cm.
Nastepnie odchylono jg o kat 10 stopni i puszczono. Jaki bedzie okres drgan
powstatego w ten sposob wahadta?

a) b)

—

Na kulke dziata sita ciezkosci Q oraz sita naciggu nitki N . Po jej odchyleniu o kat o

sita ciezko$ci staje sie wypadkowg dwoch sit Ideziaiajacej wzdtuz nitki i FH

dziatajgcej réwnolegle do toru kulki. Sita Iszniesie sie z sitg N zgodnie z lll zasadg

dynamiki Newtona.
Skorzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona i zapiszmy dynamiczne réwnanie ruchu
dla tego przypadku:
am=-F,
Po rozpisaniu sity sprezystosci:
am=-mgsina
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Minus jest stad iz sita ta jest przeciwnie skierowana do wychylenia. Zastgpmy

przyspieszenie drugg pochodng wychylenia po czasie

d_2x m=-mgsina
dt?
Po podzieleniu obydwu stron przez m otrzymamy:
d_2x =—gsina
dt?

Poniewaz dla matych katow mozemy przyjac ze po odchyleniu mozemy zaniedbac

réznice w dtugosci nitki, otrzymamy trojkat prostokatny, w ktérym:

) X
SINa = I—
Zatem:
dx_ g x
dt? I

Jest to rownanie rozniczkowe, ktorego rozwigzanie bedzie miato postac:
X = Acos ot

Postepujgc jak w zadaniu poprzednim obliczamy predkos$¢ i przyspieszenie:
dx =—Awsin wt
dt
dt?
Podstawmy za x i a do naszego réwnania rézniczkowego:

—Aw? coswt = —% Acos mt

—Aw? cos wt

Po skréceniu otrzymamy:

Czyli czestos$¢ drgan klocka wyniesie:

Korzystajgc ze zwigzku pomiedzy okresem drgan a czestoscig:

2

T

@
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Obliczamy okres drgan wahadta:

T:27z\/I
g

Nalezy tu zauwazyé¢, ze diugos¢ wahadta mierzymy jako sume dtugosci nici do
powierzchni kulki i jej promienia.

Ostatecznie wiec:

Zad.24 Na osi zawieszono bryte o nieregularnym ksztatcie. Nastepnie odchylono jg o

kat a stopni i puszczono. Jaki bedzie okres drgan tego ciata?

0]

LY

o

: “h

] — \‘

: sSm

, P,
_____ @\
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Na bryte te dziata sita ciezkosci Q Po odchyleniu ciata o kat o sita ciezkosci staje

sie wypadkowg dwdch sit: If|| dziatajgcej wzdtuz linii tgczgcej 0$ obrotu ze srodkiem

—

masy ciata (sm) i I:l dziatajgcej rownolegle do toru po jakim porusza sie srodek
masy.
Skorzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego i zapiszmy

dynamiczne rownanie ruchu dla tego przypadku:
el =-M

w

gdzie Mw jest wypadkowym momentem sit dziatajgcych na ciato.

Moment sity z definicji jest réwny iloczynowi wektorowemu ramienia i sity:
M =RxF
Wartos¢ tego momentu sity wyliczymy ze wzoru:

M:R-F-sin<(§,|f)

Bedziemy mieli tutaj dwa momenty sit odpowiadajgce dwom sitom: IfLi IEH. Naszym
ramieniem zas bedzie odlegtos¢ od punktu zaczepienia do srodka masy - h.
Zatem momenty sit bedg rowne:
M, =h-F sin0° =0
Oraz:

M, =h-F, -sin90° =h-F,

—

Sita FLjest sktadowg sity grawitacji:
F, =mgsina
Nasze rownanie na |l zasade dynamiki przyjmie wiec postac:
el=-M,
gl =—hmgsina

Minus jest stagd iz moment sity jest przeciwnie skierowany do wychylenia. Zastgpmy
przyspieszenie kgtowe drugg pochodng kata po czasie

d2a

dt?

| =—hmgsina
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Po podzieleniu obydwu stron przez | otrzymamy:
d’a  hmg .
—=———SiNa
dt I
Dla matych katéw :
sinad=«a
Zatem:
d’a  hmg
2 =, a
dt I
Jest to rownanie rézniczkowe, ktdrego rozwigzanie bedzie miato postac:
a = Acos at

Postepujgc jak w zadaniu poprzednim obliczamy tym razem predkos¢ katowg i
przyspieszenie katowe:

d—a =—Awsin ot
dt

d2
 — Ao’ cosat
dt

Podstawmy obliczone o i € do naszego réwnania rozniczkowego:
hm
~Aw’® cos ot = —I—g Acos wt

Po skroceniu otrzymamy:

Czyli czestos¢ drgan klocka wyniesie:

hmg
I

=

Korzystajgc ze zwigzku pomiedzy okresem drgan a czestoscig:

27
w=—
T
Obliczamy okres drgah wahadta:
I
T=27|—
hmg
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Niech teraz naszym ciatem bedzie jednorodny pret o dtugosci I=50cm.

Moment bezwladnosci preta obracajgcego sie wokot jednego z koncodw wynosi:
| = 1 ml®
3

Podstawmy te dane do naszego réwnania na okres:

Czyli nasz okres bedzie rowny:

Powyzszy przyktad mozna rowniez rozwigzaC z wykorzystaniem twierdzenia
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Steinera, ktore mowi, ze moment bezwtadnosci ciata wzgledem dowolnej osi obrotu
rowny jest sumie momentu bezwtadnosci wzgledem osi réwnolegtej i przechodzacej
przez srodek masy ciata i iloczynowi masy ciata i kwadratu odlegto$ci miedzy tymi
osiami.
Zapiszemy go jako:

I =1, +mh?
Moment bezwtadnosci lo jest momentem preta wzgledem jego Srodka.

I :éml2

Zatem:

I =imlz+1ml2 =iml2 =lml2
12 4 12 3

Otrzymalismy ten wynik jak dla preta obracajgcego sie wzgledem jego konhca tak jak

jest to przedstawione na rysunku.

Po skorzystaniu z wyznaczonego wczesniej wzoru:

T=2x 1
thg

Podstawieniu otrzymamy:

Czyli nasz okres bedzie réwny jak poprzednio:

T=27 EI—
\/39
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Zad.25 Na niewazkiej sprezynie o statej sprezystosci k powieszono ciezarek (Rys a).
Do niego dowieszono drugi (Rys b) co spowodowato dwukrotng zmiane czestosci

drgan oraz przesuniecie punktu réwnowagi uktadu o odlegtos¢ 5 cm. Jakie bedag
b)
k
I_:-—32
XZI
Q,
o, =20,

W ruchu harmonicznym w naszym przypadku mamy:

k k
o, = /— oraz w, = f—
m, m, +m,
/L _5 f K
m, m, +m,

Po podniesieniu do kwadratu obu stron:

czestosci drgan w obydwu przypadkach?

Z warunkow zadania wiemy, ze:

K4 K
m, m, +m,
m, +m, =4m
Czyli:
m, =3m,
Zapiszmy réwnania rownowagi dla obydwu sytuaciji:
Q=F,
Q,=F,
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(m+m,)g=k(x+X,)

m,g = kx
Wstawmy policzone ma:
4m,g = kx, +kx,
m,g =kx,
Odejmijmy rownania stronami:
3mg =kx,
Stad k bedzie réwne:
(_3mg

Xa

Po podstawieniu do wzoréw na czestosci otrzymamy:

3m,g 3mg
oraz w, = o
m +m, 4m,
W = 3_g oraz |@, = 3—9
X, 4x,

Po wstawieniu danych liczbowych:
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