i Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez - ‘ NCBR I||||.

dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

MATERIALY DYDAKTYCZNE

do dodatkowych zaje¢ wyréwnawczych z przedmiotu

Matematyka

dla studentow kierunku

Transport

Opracowat zespo6t w sktadzie:: Magdalena Sobczak -Kneé

Lublin 2025 r.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
- Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



i i, e e [ | NCBR®
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Przyktad 1. Oblicz granice ciggéw:
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Przyktad 2. Oblicz granice ciggéw:
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Rozwigzanie: We wszystkich przyktadach w tym zadaniu wystepuje wyrazenie nieoznaczone
postaci: [co — oc]. Bedziemy probowac tak przeksztatci¢ tak to wyrazenie, by mdéc

skorzystaé ze wzoru skréconego mnozenia postaci: a2 — b2 = (a— b)(a + b).
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W Przyktadzie 3 wykorzystamy nastepujgcg zaleznos¢ dotyczacg granicy ciggu

geometrycznego. Granica ciggu geometrycznego an = q” zalezy od wartosci g:

/

0 gdy [q| < 1
1 dyg=1
im g - e (1)
n—oo 00 gdy q > 1
nie istnieje gdy g < —1

Zatem wykorzystujgc wzor (1) otrzymujemy:

. o\ . 1\ . n . s\ . ...
lim <§> =0, Ilim <—§> =0, lim 3" =00, Iim (‘Z) nie istnieje .
n—oo n—oo n—oo n—oo

Przyktad 3. Oblicz granice ciggéw:

_7.327-5 _ 244m3
1. Im ———— 3. Im —————
n—oo10-97 +3 n—oo 22n+3 4 5N+2
. 4.5"-6 gn+1 _ 32n+3
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Rozwigzanie: We wszystkich przyktadach w tym zadaniu postepowac bedziemy analogicznie

do Przyktadu 1 wykorzystujgc prawa dziatan na potegach i wzor 1.
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W Przyktadzie 4 wykorzystamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. (o ciagach z granica e€) Jezeli cigg (an) o wyrazach dodatnich jest

1\
lim (1 + —) =e.
n—o00 an

Liczba e to tzw. liczba Eulera, jest rowna e ~ 2,7. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe

rozbiezny do oo, to

takze wtedy, gdy ciag (an) o wyrazach ujemnych jest rozbiezny do —occ.

Przyktad 4. Oblicz granice ciggéw:
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Rozwigzanie:

1. Korzystajac z twierdzenia 1 dla ciggu an = g ktory jest ciggiem o wyrazach

dodatnich rozbieznym do +oo, otrzymujemy

n n
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Korzystajgc z twierdzenia 1 dla ciggu ap = f—g, kidry jest ciggiem o wyrazach ujemnych

rozbieznym do —oco, otrzymujemy
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. n3 - . 1 -8
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lim = lim ( ——— = lim + = lim [1+—
n—oo \ N+ 9 n—o0 n+5

n+5 n+5

n—o0 n+o
2
Korzystajgc z twierdzenia 1 dla ciggu an = % kidry jest ciggiem o wyrazach
dodatnich rozbieznym do oo, otrzymujemy
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Korzystajagc z twierdzenia 1 dla ciggu ap = Sféz, ktory jest ciggiem o wyrazach

ujemnych rozbieznym do —oco, otrzymujemy

a2 (5n+7)(—6)
= = &8 + =
n|—>moo (Sn + 2) n|—>moo * % e
42
30n - 42 jm ) <_3O - W> ~80- 7
_ -30n- im 1
lim —— n—oo g 2 anL
enI—>OO 3n+2 =e n(3+n> :en_>oo 3+ﬁ —eg?—OO:e_-lo
5. Mamy

C/8n+3\""  /8n+5-2\""  /8n+5 2 N7
lim = lim [ ———— = lim - =
n—oo\8n+5 n—oo 8n+5 n—oo\8n+5 8n+5

im (14 -2 " im (14— "
B\ T en+5 T \ ' T Bnss

2
Korzystajgc z twierdzenia 1 dla ciggu ap = 8”55, kidry jest ciggiem o wyrazach

ujemnych rozbieznym do —oo, otrzymujemy
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Korzystajac z twierdzenia 1 dla ciggu an = 3”,\2%—*4, kidry jest ciggiem o wyrazach

dodatnich rozbieznym do oo, otrzymujemy
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Korzystajgc z twierdzenia 1 dla ciggu an = 2”_2+5, kidry jest ciggiem o wyrazach
ujemnych rozbieznym do —oco, otrzymujemy
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Korzystajgc z twierdzenia 1 dla ciggu ap = %, ktdry jest ciggiem o wyrazach
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dodatnich rozbieznym do oo, otrzymujemy
(5-8n)(4n-3)
5 an 3ni;§f37+5 3n2+3n+5
_ (3n2+7n+2 , 1
lim [ ———— = lim 1+ ——— =
n—co\ 3n2 +3n+5 n—oo 3n2+3n+5
4n-3
n® (—32 + % — 117_2)
- - —329n2 - lim
im (5—-8n)(4n-23) im 32n< +44n-15 e 2 <3 L3, é)
e "= 3n2+3n+5 =g N>o 3n2+3n+5 =e ntn2) -
44 _ 15
_ 32+ F — 2
lim ——
n—oo 3,;3,5 —32+0-0 _32
n"n2 —-g3+0+0 =g 3.

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.

Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze srodkéw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.




Fundusze Europejskie Rzeczpospolita  Dofinansowane przez NCBR ]| 3
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

Granice funkcji

Przyktad 5. Oblicz granice funkgciji:

. x2-2x-5
1. lim ———
x—2 3x2-5
. 4x3+2x2-5
2. lim ——
x——1 3x2 —4x + 1
Rozwigzanie:

1. Poniewaz lim (x2—2x—-5)=22-2.2-5=-50raz lim (3x2-5)=3-22-5=7,
X—2 X—2

wiec
im x2—2x—5_—_5
x—2 38x2-5 7

2. Poniewaz Iim1(4x3+2x2—5) =4.(-12+2.(-1)2-5=-4+2-5=-7oraz
X——
lim (3x2—4x +1)=3-(-1)2+4 +1 = 8, wiec

Xx——1

. 4x3+2x2-5 7
lim ————— = —.
x—-1 3x2—4x+1 8

Przyktad 6. Oblicz granice funkgciji:

o x*-9 X3 —x2—x+1
1. lim 5. lim

x— -3 X+3 x—1 x4—=2x2 +1

. x3-27 . x3-2x24+4x-8
2. Im ——— 6. lim

x—3 X—3 x—2 X3 —2x2 + 7x — 14

. x*-16 . 3x3—7x2+5x—1
3. Im —— 7. lim

x——2 X3 +8 x—1 2x3—x2—4x + 3

2 _ 3 1

4 fim Xom6x+9 8 lim ( _ )

x—=3x2-2x-3 x— -1 \x3+1 Xx+1

Rozwigzanie:

1. Zauwazmy, ze jesli wstawimy za x wartos¢ —3 do licznika i do mianownika, to

otrzymamy symbol 8. Nalezy zatem roztozy¢ licznik na czynniki. Uzyjemy wzoru
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skréconego mnozenia a2 — b® = (a—b)(a + b). Mamy

 x2-9  (x=8)(x+3)
lim = lm —————~ = lim
X— =83 X+3 X— =3 X+3 X— =3

= |lim (x-3)=-3-3=-6.

Xx—-3
1 X— =3

2. Wstawiajgc za x wartos¢ 3 do licznika i do mianownika, to otrzymamy symbol 8.

Nalezy zatem roztozyC licznik na czynniki. Uzyjemy wzoru skroconego mnozenia

ad - b3 = (a-b)(a? + ab + b2). Mamy
x3-27 (x —3)(x2 + 3x +9) x%2+3x+9

lim = |im
xX—3 X— X—3 Xx—-3 X—3 X—3

3. Wstawiajgc za x wartos¢ —2 do licznika i do mianownika, to otrzymamy symbol
8. Roztozymy licznik i mianownik na czynniki, uzywajgc odpowiedniego wzoru
skréconego mnozenia a2 — b2 = (a—b)(@a+b) i a® + b3 = (a + b)(@® — ab + b?).

Mamy

lim X4_16= lim (X2_4)(X2+4) = lim (X_2)(X+2)(X2+4):
x>-2x3+8 x=-2(X+2)(x2-2x+4) x— -2 (X +2)(x2—-2x +4)
i X-2P+4)  (2-2)((-2)°+4) 48 32 __8
Xx—>-2 X2-2x+4 (-2)2-2.(-2)+4 4+4+4 12 3

4. Wstawiajgc x = 3 do licznika i do mianownika, to otrzymamy symbol 8. Nalezy
roztozyc licznik i mianownik na czynniki. Latwo zauwazyc, ze w liczniku mamy wzor
skréconego mnozenia (a — b)2 = a2 — 2ab + b2, a w mianowniku mamy funkcje

kwadratowg o wyrézniku A dodatnim. Mamy A = (-2)2 —4 - (-3) = 16. Stad VA = 4.

=(2)-4 _ -2 _

Stosujac wzory na pierwiastki funkcji kwadratowej otrzymujemy x4 51 =5 =

—1, oraz xp = _(_2?3“1 =5=3

Mamy
im x2-6x+9 (x —3)2 x-3 3-3

=lm ———=1Ilim — = =0.
x—+3x2-2x-3 x=>3(Xx+1)(x=3) x—3x+1 3+1

0
0
roztozyc licznik i mianownik na czynniki. Zauwazmy, ze w liczniku mozna wykorzystac

5. Wstawiajgc x = 1 do licznika i mianownika, otrzymujemy symbol 5. Zatem nalezy
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metode grupowania wyrazow, zas w mianowniku wzoru skréconego mnozenia (a —

b)2 = a2 + 2ab + b? oraz a® — b2 = (a—b)(a + b). Mamy

x3—x%—x+1 =x2(x—1)—(x—1) =(x—1)(x2—1)

x*—2x2+1=(x2=1)2 = (X2 =1)(x = 1)(x + 1)

Zatem otrzymujemy

XS —x2-x+1 (x—-1)(x2-1) 1 1 1
lim = lim = lim = =—.
x=1 x4=2x24+1  xs1(X2-=Dx-1)x+1) x=1x+1 1+1 2

6. Wstawiajgc x = 2 do licznika i mianownika, otrzymujemy symbol 8. Roztozymy

licznik i mianownik na czynniki, wykorzystujgc metode grupowania wyrazéw. Mamy

x3—2x2 +4x -8 =x2(x—2) +4(x = 2) = (x — 2)(x2 + 4)

x3—2x2+7x—14=x2(x—2)+7(x—2) = (x—2)(x2+7)

Zatem otrzymujemy

 ox3-2x%2+4x-8 . (x-2)(x?+4) . x2+4 22+4
lim = lim = lim = = .
x—=2Xx3=2x2 +7x—14 x>2(x=2)(x2+7) x—=2x2+7 2247 1

7. Wstawiajgc x = 1 do licznika i mianownika otrzymujemy symbol 8. Roztozymy
licznik i mianownik na czynniki. Zarowno w liczniku jak i mianowniku wykorzystamy
schemat Hormera, aby podzieli¢ odpowiednie wielomiany przez x—1. Dla wielomianu

z licznika,tzn. 3x3 — 7x2 + 5x — 1 mamy

3|-7|5]-1

113(-4/1]0
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Zatem

3x3—7x2 +5x—1= (x —1)(3x% — 4x + 1).

Pozostata do roztozenia funkcja kwadratowa. W tym celu uzyjemy wyrdznika funkcji
kwadratowej i wzorow na pierwiastki trojmianu kwadratowego.
A=(-42-4.3.2=4,VA=2,x1=%52=2=0x=22=52-1.

Mamy zatem
3x3—7x% +5x—1=(x=1)(8x? —4x + 1) = (x—1)3( —%) (x=1)=3(x-1)? (X—

Analogicznie rozktadamy wielomian z mianownika ,tzn. 2x3 — x2 — 4x + 3. Mamy

Zatem

2x3—x2—4x +3 = (x—1)(2x2+x—3).

Pozostata do roztozenia funkcja kwadratowa 2x2 + x — 3. Mamy.

-1-5 _ - —1 4
A=12-4.2.(-8)=25VA=5x="2=L=-3 x, = =2=1.

Mamy zatem
ox3—x2—4x +3=(x—1)(2x2 +x—3) = (x—1)2(x+g> (x=1)=2(x=1) (x+g) .

Stosujgc powyzsze rozktady licznika i mianownika mamy

2 1
i 3x3-7x2+5x—1 _ i S3(x=1) (X—§> i X1
x—1 2x3 —x2 —4x + 3 _xa12(x_1)2 <X+%) Cx»12x+3

2
=z
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8. Wstawiajgc x = —1 do mianownikdw obu wyrazen, otrzymujemy symbol co — co.
Roztozymy mianownik x3 + 1 na czynniki, wykorzystujgc wzor skroconego mnozenia

a’ +bd = (a+ b)(@% —ab + b?). Mamy

. 3 1 . 3 1
I|m - = ||m - =
x—-1\x3+1 x+1 x—-1\(x+1)(x2—x+1) x+1

2

. 3 x2—x+1 . 2+X—X
= ||m - = ||m .
x> =1\ (x+1)x2=x+1) xX+1DX2=x+1)) x=>-1(x+1)(x2=x+1)

Teraz mamy 8. Przedstawimy funkcje kwadratowg 2 + x — x2, w postaci iloczynowej,

o ile tylko istnieje. Mamy

A=12-4.2.(-1) = 9, zatem x; = % =3 =2ixp = 51(113) =2 =1,
Otrzymujemy
2+x-x2 —(x +1)(x — 2) _ —X +2 142

lim = = = =
x> -1 (X+1DX2=x+1) x=>-1(x+DX2=x+1) x=>-1x2=x+1 (-1)2+1+1

Przyktad 7. Oblicz granice funkgciji:

- 7x° 4+ 3x%-5x?  _3x6.4x3_5
1. Ilim 3. lim
x—o0o  9x5+8 Xx—00 Ox3 _Bx2 4+ 4
34+ 7x2 1 1
5 lim X H7X7+5 4. lim 3x2. <___)
x—00 5x7 —x3 + 4 X—00 x—4 x-3

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze gdy x — oo to do obliczania granic funkcji mozemy uzy¢

metod stosowanych przy obliczaniu granic ciggdw.

5 3 5
_ TxO+3x*-5Bx2 X<7+ﬁ_ﬁ> 7+3-% 7,0-0
X—00 9x5 +8 X—00 X5(9+%) X—+00 9_,_&5 9+0
X
7
g
7(4 7 5
4x3 +7x° + 5 X <_4+_5+_7) ) i4"’15"’27 0+0+0
2. i 3 = lim XXX:|Ime|(i= =
x—0 Bx7 —x34+4  x—oo X7<5—)%+)%> X—00 § T+ 4 5-0+0
0.
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3 3 5
3 i —3X6+4X3—5_ i X (—3X + _F>_ i _3X3+4_)%_—OO+4—0
X X3 _Bx2 4 xoha 54\ xo% 5,_5.4  2-0+0
2x3 —5x2 + 4 X3<2_)_(+_3> 2-54
X
—0Q.

4. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym mamy doczynienia z sybolem nieoznaczonym

postaci [co - 0]. Ropoczniemy od przedstawienia wyrazenia w nawiasie w postaci

jednego utamka. Mamy
_3_ 2
lim 3x2 . <L_L) — lim 3x2. (M) Com Xt

X300 x—4 x-3 X—00 (x —4)(x —3) X—00 x2 —7x + 12
lim 3> = lim 3 __ 8 =3

- 7 .12 7 1= -
X%OOX2<1_)Z(+)1(_§) X%oo1_)_(+x_2 1-0+0

Przyktad 8. Oblicz granice funkgciji:

1. lim L o x*-16
: 4. lim 22— °
X—=00 \/7x2 + 3x +5—V7x2 + 5x + 3 x—4 VX +5-3
2. lim (\/4x2+5—\/4x2—3x) & m V2X+1=V18=x
5 " x—4 VX +5-v3x-3
X< +X—06

3. lim
x=2Vax +1-v11-x

Rozwigzanie:

1. W przyktadzie tym w mianowniku mamy doczynienia z sybolem nieoznaczonym

[co—o0]. Aby pozbyc sie, symbolu nieoznaczonego musimy rozszerzy¢ utamek przez

V7x2 +3x +5 + V7x2 + 5x + 3, a nastepnie w mianowniku skorzystaé ze wzoru

skréconego mnozenia a2 — b2 = (a— b)(a + b). Mamy

1
lim =
X=001/7x2 + 3x + 5—V7x2 + 5x + 3

im V7x2 +3x +5+ V7x2 +2x + 3

X300 (\/7X2+3X+5—\/7X2+5X+3> (\/7X2+3X+5+\/7X2+2X+3>

im \/7X2+3X+5+\/7X2+2X+3_ im V7x2 +3x +5+V7x2 +2x + 3
x=00 7x2+3x+5—(7x2+2x +3) X—= x—=2 '
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PowyZzszg granice obliczymy analogicznie jak w przypadku ciggow. Mamy

i VIx2+3x +5+V7x2 +2x+3 \/X2<7+’%+)% +\/X2<7+’g‘+)%>

UL x—2 =, x(1-2) -
_im <~/7+—+ +x,/7+—+%> i \/7+§+%+\/7+)%+)%=
X—00 <1_)_() X500 1—)2(
=\/7+0+0+\/7+0+0

=2V7.

1-0

2. Wrozwazanym przyktadzie przy x — oo otrzymujemy symbol nieoznaczony postaci

[co — o0]. Aby pozby¢€ sie nieoznaczonosci pomnozymy licznik i mianownik przez

(\/ 4x2 + 5+ V4x2 — 3x> ,by méc wykorzystaé wzdér skréconego mnozenia a2 — b? =
(@a-b)(a + b). Mamy

(\/4x2 +5—\/4x2—3x) (\/4x2 +5+ \/4x2—3x)

lim (V4x2 +5—v4x2—-3x) = lim
(

X—300 X—00 V4x2 + 5 + V4x2 - 3x )
i A58 L axPel-dxPedx
X=50 \/Ax2 + 5+ VAX2—3x  X=% \4x2 + 5 + VAx2 — 3x
(— + 3) 1+3 0+3
= lim -

3
X—00 <\/4+7 \/4_7_> X—>OO\/7 \/4 3 \/4+O+\/4—0_Z.
3. Wstawiajgc x = 2 do licznika i mianownika otrzymujemy %. W pierwszym kroku

obliczania roztozymy licznik na czynniki, wykorzystujgc wzory na pierwiastki funkcji

kwadratowej. Mamy X2 +Xx—6 = (x—=2)(x +3). Nastepny krok, to pomnozenie licznika i

mianownika przez <\/4x +1+v11-— x), tak bysmy mogli w mianowniku wykorzystac

wzdr skréconego mnozenia a2 — b2 = (a—b)(a + b). Mamy
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2

im X +Xx—6 _ lim (x=2)(x +3) _
x=2vVaX +1 = V11 =X x=2 Vax +1—+11—-x
(x—2)(x+3)<\/4x+1+\/11—x>

lim =

x—2 <\/4x+1—\/11 —x) <\/4x+1 V11 —x)
(X —2)(x +3) (\/4x+1 + V11 —x)

lim =

X—2 4X+1—(11—X) -
(X —2)(x +3) <\/4x+1+\/11—x>
= ||m =
X—2 4 +1-11+x
(X = 2)(x +3) <\/4X+1+\/11—x>
= “m =
X—2 5x-10
(X —2)(x +3) (\/4x+1+\/11—x)
= ||m =
X—2 5(X—2)
(x+3)<\/4x+1+\/11—x>
= “m =
X—2 5
(2+3) (V424 T+V11-2) 5.(3,3

= = :6.
5 5

4. Wstawiajgc x = 4 do licznika i mianownika, to otrzymamy 8. Stosujgc w liczniku wzér
skréconego mnozenia a® — b2 = (a— b)(a + b); otrzymujemy x2 — 16 = (x — 4)(x + 4).
Mnozgc licznik i mianownik przez (\/x +5+ 3) w mianowniku otrzymamy wzor
skréconego mnozenia. Mamy

16 x—dxed) (X — 4)(x + 4) <\/x+5+3> ]

ATy X 53 A4 Vx:5-3 x4 (Vx+5-3) (Vx+5+3)
(x — 4)(x +4) (\/sz+3) (X — 4)(x + 4) (Jsz+3)

=)![>n4 X+5-9 =)![>n4 X—4 -
= lim (x + 4) <\/x+5+3> = (4+4) (V4+5+3) -8.6=48.
X—4
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5. Wstawiajgc x = 4 do licznika i mianownika otrzymujemy %. Sprébujemy przeksztatcic¢
tak wyrazenia w liczniku i mianowniku, by mdc skorzysta¢ ze wzoru skréconego
mnozenia a2 — b2 = (a— b)(a + b). W tym celu rozszerzymy wyrazenie przez

(V2x +1 + /13 —x) oraz przez (vVx + 5 + v/3x — 3). Mamy

 V2x+1-vV13-x
lim =
x—4 VX +5-1/3x-3
<\/2x+1—\/13—x> : <\/2x+1 +\/13—x> : <\/x+5+\/3x—3>

= lim =
x—4 <\/X+5—\/3x—3>-(\/2x+1+\/13—X>~<\/x+5+\/3x—3>
(2x+1—13+x)-<\/x+5+\/3x—3> (3x—12)-<\/x+5+\/3x—3>
= I|m = ||m =
x4 (x +5—3x + 3) <\/2x+1 +\/13—x> x—4 (-2 + 8) (\/2x+1 +\/13—x>
3(x—4)-<\/x+5+\/3x—3> 3-<\/x+5+\/3x—3>
= |im = |im =
x4 2 (x—4) (Vax+ 1+ V13=x) x4-2. (Vax+1+V13-x)
3-(\/4+5+\/12—3) 18

=—2-<\/8+1+\/13—3> =

W rozwigzaniu przyktadu 9 bedg uzyteczne nastepujgcedwa twierdzenia:

Twierdzenie 2. (o granicach funkciji z liczbg e ) Jesli XI|_>n)1( f(x) = co lub lim f(x) =
0

X—)XO
1 f(X)
im (1+-— =e
X=X ( f(X))

Twierdzenie 3. (o granicy funkcji z trygonometryczng funkcja sin x)

—00, fo

. sinx
lim — =1
x—0 X
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Mazna takze podac¢ uogdlnienie twierdzenia. 3 Mamy

sinax _ :
x—0 ax -
Przyktad 9. Oblicz granice funkgciji:
. 3x—-4 S5x+1 7xX — 4 5x
1. lim 4. |im
x—o00 \ 3X + 2 X—oo \ 7X +3
5x+2 7x
2 5. lim Sin7x.
2. jim (24 x—0 X
x—00 \ 2x2 + 1
6. lim —Sinx
5x342 x—0 V5x+4-2’
. 4x2 + 5 .
3. Iim [ —— 7 lim SinZ8x
x—00 \ 4x2 + 3 x—s0 Sin7x2

Rozwigzanie:

1.

im (AT (26T 32 6\
x—00 \ 3X + 2 T x—oo \ 33X +2 Cx—00\3x+2 3x+2 -

5x+1

. 5x+1 1
= lim (1+ = lim (1++—%
X—00 3X +2 X—00 %

Dlaf(x) = 22 mamy lim f(x) = —oo. Zatem wykorzystujac Twierdzenie 2 otrzymujemy

-6 X—300
X+ X+ (5x+1) —
I' Ay — 4 5+ I' L 2 w2 Jim %
= [ = o0 =
PaUS <3x ¥ 2) x|\ 1T axs2 =€
-30x — 6

lim
= e X—00 3X+2 :e—10
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bo
6
. -30x-6 . X (‘30 - 7) _-30-% _30-0
im ——— = lim ————% = lim 5 = =-10.
x—00 3X+2  X—=00 X<3+)g(> X—oo 342 3+0
2.
2 5x+1 2 5x+1 2 5x+1
, 2x< +4 . 2x<+1+3 . 2x< + 1 3
lim | ——— = lim ( —5—— = |im + =
x—00 \ 2x2 + 1 X—00 2x2 + 1 x—00 \ 2x2 +1  2x2 +1
5x+1

5x+1 1
= lim {1+ —F— = lim |1+
X—00 2x2 + 1 X—00 2x2+1
3

oo. Zatem wykorzystujgc Twierdzenie 2 otrzymujemy

Dlaf(x) = 221 mamy lim f(x)

3 X—00
3
SHE
, 2x2 + 4 , 1
lim | ———— = lim 1+ =
x—00 \ 2x2 4+ 1 X—$00 2x2+1
3
lim 3(5x+1) lim 15x+3

=@ X—00 2x24+1 _ e X— 2x2+1 _ eO =1

3

bo
2(15 , 3 15 ., 3
i 15x+3 _ IimX (TJ’)?):"m 7+ﬁ20+0:o
X—00 2x2 + 1 X—)ooX2<2+)%) X—00 2_,_)% 140
3.
im 4x< +5 _ m 4x<+3+2 _ im 4x +3+ 2
x—00 \ 4x2 + 3 Cx—oo | 4x2+3 “x—o0 \4x2 43 4x2+3
5 5x342 1 5x3+2
= lim (1+—) = lim |1+
X—00 4x2 + 3 X—00 4x2+3
2
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Dlaf(x) = 4" 4x°+3 mamy I|m f(x) = oco. Zatem wykorzystujgc Twierdzenie 2 otrzymujemy

(5x3+2)
0 5x3+2 4+ w2 im 2(5x3 + 2)
li 4X—+5 = |lim 1+ 1 =@ X=X 4X2+3
x—o0o \ 4x2 + 3 X—$00 4x243
2
im 10x3 + 4
_eX—>OO 4X2+3 :eOO:OO,
bo
4
10X +4 <10X+X) ] 10X+—2 OO+0
| 5 m = lim 3 00
X—00 4x2 +3  X—00 X2(4+3) X—500 4_,_)Z 4+0
4.

(=N Txe3=T\S7xes 7\
Xx—oo \7X +3 T X—oo 7X + 3 T x>0 \7X+3 7x+3 -

7 5X2 5X2
= lim <1+ ) = lim |1+

X—00 7x + 3 X—00 7X;3

Dlaf(x) = 7X+3 mamy I|m f(x) = —oco. Zatem wykorzystujac Twierdzenie 2 otrzymujemy

-7 2
7x+3 7] 7x+3 (5x9)

2 = : —35x2
. 7x — 4\ X . 1 ! lim 7X+3 —00
XI|_>mOO <7x+3) =XI|_>mOO 1 +—7X;3 = e X—00 =e =0,
bo
. —-35x2 —35x2 _ =85x -0
Iim —= Im — = |[im — =—00 .

x—00 7X + 3 x—>oox<7+)§() x—>oo7+3 ~7+0

5. Zauwazmy, ze wstawiajgc x = 0 otrzymujemy symbol nieoznaczony [8]. Srébujemy
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tak przeksztatci¢ to wyrazenie nieoznaczone, by méc skorzystaé¢ z uogdinienia

Twierdzenia 3. Mamy
__sin7x | Ixshix
lim = lim —2—,
x—»0 3X  x—0 3X

Nastepnie korzystajgc z uogolnionej wersji Twierdzenia 3 mamy

. sin7x
lim =1,
x—0 71X
a zatem
sin7x o x 7

||m = |IIm — = .
x—0 3X x—=03x 3

6. Podstawiajgc w tym przyktadzie x = 0 otrzymujemy symbol nieoznaczony |
frac00]. Pierwszym krokiem bedzie zastosowanie metody wykorzystywanejw poprzednich
przyktadach tzn rozszeszerzenie utamka o wyrazenie v5x + 4 + 2, tak bysmy mogli
wykorzystaé wzér skréconego mnozenia: a2 — b2 = (a—b) - (@ + b). Mamy :
sin x i sinx - (\/5x+4+2> i sinx - (\/5x+4+2> )

x@o\/W—z x—0 (m_g).<m+2> X—0 5X + 4 — 22
I' sin x - <\/m+2)
= |im ,

x—0 5x

Korzystajgc z powyzszych przeksztatcen i z Twierdzenia 3 otrzymujemy

i Sinx <V5X+4+2>_2+2_f
x—0vVBX +4—-2  x—0 9 -5 5

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License.
BY

Utwor dostepny jest na licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Miedzynarodowe.

Projekt pn. ,,POLLUB zielong transformacje” realizowany jest w ramach programu Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego 2021-2027 wspdtfinansowanego ze Srodkdw Europejskiego Funduszu
Spotecznego Plus zgodnie z umowg nr FERS.01.05-1P.08-0049/23-00.



Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez NCBR I||||’
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

Narodowe Centrum Badan | Rozwoju

7. Wstawiajgc x = 0 otrzymujemy symbol nieoznaczony [%]. W obliczeniach tej granicy

bedziemy korzystac z uogdlnionej wersji Twierdzenia 3.

i sin2 8x L 8x ssl)r: 8x . 8x%|)r(1 8x
x—08in7x2 x—0 7x2-sin 7x2
7x2
Poniewaz
. sin8x . sin7x?
lim =1i lm — =1
x—0 8x x—0 7x2
zatem
sin8x _ . 64x° _ 64

lim = |lim — .
x—0sin7x2  x—0 7x2 7
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Pochodna i r6zniczka funkciji

Niech f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg. Przyjmijmy oznaczenia:

— AX = X1 — Xg - przyrost argumentu w X,

— Af = f(xq) — f(xg) - przyrost wartoci funkcji f w x; odpowiadajgcy przyrostowi
argumentu Ax,

! (X)}1):f(gx°) _f (X°+AAX)3_f &) _jloraz réznicowy funkeji f w X, odpowiadajacy przyrostowi

argumentu Ax.
Uwaga lloraz réznicowy funkcji f w x jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej, zwanej
sieczng, przechodzacej przez punkty A((xg), f(xg)) i B((x1), f(x1)) nalezace do wykresu
funkcji f. Rdwnanie siecznej jest postaci

f(x1) —f(xo)

y—f(xg) = X1 —Xg (X =Xo) -

Definicja 1. Pochodng (pierwszego rzedu) funkcji f w punkcie xy nazywamy granice

. f(xg + Ax) —f(xp)
lim ;
Ax—0 Ax

o ile istnieje i jest skoriczona i oznaczamy ja f'(xg) lub %(xo).
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Przyktad 10. Korzystajac z definicji pochodnej funkciji obliczy¢ pochodne nastepujgcych

funkcji:
1. f(x) = ¥x;
2. f(x) = x%;
3. f(x) = X 1 5;
4. f(x) = cosx
Rozwigzanie:

1. WeZmy dowolnie ustalone x i f(x) = ¥/x. Korzystac z definicji 1 otrzymujemy
Y/Xo+ Ax = Xy

Ax -
(3/x0 + Ax — ¥Xg) - (}/ (X0 + Ax)2 + ¥/(xp) - (xg + Ax) + §/x?)

f'(xqg) = lim
(0) Ax—0

= lim =

Ax=0 AX - (Yo + Ax)2 + $/lxg) - (xg + Ax) + {/x@)
_ lim Xo + AX —Xq _

AX=0 Ay (3 (xg + AX)2 + 3/[xg) - (Xo + BX) + g/;g)

AX

= |im =

AX=0 Ax (3 (xg + AX)2 + 3/[xg) - (Xo + BX) + g/;g)

1 1

= |im =

AX0 (3ixg + Ax)2 + Y/lxg) - (xp + Ax) + IxB) 33 X2

Z dowowInosci wyboru xy wynika, ze dla xg # 0 mamy:
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2. Ustalmy dowolne xg i wezmy f(x) = x4 Korzystajac z definicji 1 otrzymujemy

x2> . ((xo + Ax)2 + xS) )

4_ 4 2 _
fixg) = tim L0070 g (b + 2025
077 Ax=0 AX Ax—0 Ax
((xg + AX) = Xg) - ((Xg + AX) +Xg) - ((xo + AX)2 + x§>
= lim
Ax—0 AX
AX - (2xg + AX) - ((xo + AX)2 + xg)
= ||m =
Ax—0 AXx

= lim (2xg + Ax) - ((xo + Ax)? +x(2)> = 2Xq - 2(x0)2 = 4x8.

Ax—0

Z dowowInosci wyboru xg wynika, ze

(xH = 4x3,

3. Niech xq bedzie dowolnie ustalone, xg # -51if(x) =

otrzymujemy
1 1 Xo+5—Xp—Ax=5
f’(X0)= lim Xg+Ax+5  Xp+5 = im (Xo+Ax+5)-(xp+5)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
-1 -1

= lim :
Ax—0 (Xg + Ax +5) - (xg +5)  (xg +5)2

Z dowowInosci wyboru xy wynika, ze

1\ 1
(x+5> S (x+5)2

)%. Korzystajgc z definicji 1

—AX 1

T Ax—0 (Xg+ Ax +5) - (xg+5) Ax

4. Niech x bedzie dowolnie ustalone i f(x) = cos x. Korzystajac z definicji 1 otrzymujemy

f'(xg) = lim

cos (xg + Ax) — cos(xp)

Ax—0 AX
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Korzystajgc ze wzoru:

COSX —COSy =-2sin (u) sin <x+y> ,

2 2
otrzymujemy
—25sin (X—°+A2X_X°> sin (X—°+A2X+X0) —sin (%) sin <—2X05AX>
f'(xp) = lim = lim x

Uwzgledniajac twierdzenie 3

otrzymujemy:

f'(xo) = —sin(xo)
Z dowowInosci wyboru xg wynika, ze

(cosx) = —sinx.

Definicja 2. Jesli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie zbioru D, to mdwimy, Ze f

ma pochodng (pierwszego rzedu) w zbiorze D. Funkcje
D> Xo — f /(Xo)

nazywamy pochodna funkcji f w zbiorze D i oznaczamy jg f' lub %.
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| f(x) | f(x) Juwagi| f(x) | f(x) [ uwagi |

c 0 aX a¥lnala>0,a#1
XP I pxP1 | p#0 | logax | iz |@>0,a#1
- . 1

sinx | cosx arcsin x
V12
cosx | —sinx arccos x 1‘1 .
—X
1 i
tg x COS12X arc tg x 1%2
otgx | arcctgx | =5

Tabela 1. Tablica pochodnych

Ponadto, w szczegdlnych przypadkach, mamy

100 [ () [ 700 [ () [ 700 | F'(x) |

\/)_(ﬁ;exexlnx

Tabela 2. Tablica pochodnych - szczegdine przypadki

1
X

Twierdzenie 4. Jesli f, g sg roZniczkowalne w x, to funkcje f +g, f—g, f - g, f/g (o ile
g(x) #0) tez sg rozniczkowalne w x | zachodzg wzory

[f(x) + g(x)] = f'(x) + g'(x)

2. [fx)=gx)] =f'(x)-g'(x)
3. [c-fx)] =c-f(x
4
5

~\

)
)g(x) +f(x)g'(x)
;(x) g'(x)

- [fO) - g = f'(x

: [;(x)]’_ ()(;

X2

)—
(
Przyktad 11. Na podstawie wzordw przedstawionych w Twierdzeniu 4 i Tabeli 1 obliczyé

pochodne nastepujgcych funkcji:

1. f(x) = x8 + 2x° 7 +\/’ 5. f(x) <4x3—\/ )(x ———2v )
_ 15 .3 3

2. f(x)_gx +X —10x+23|nx+e9( 6. f(x) = 5° <7x _%)

3. f(x) = 3¥ +Inx + 3arccos x + VX7 & g X

4. f(x) =cosx -arctg x, 7. 100 = 7X +4Inx’
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7_,3 5
x'—=x°-5 x° —eX
8. f(X) = 54—, 10. f(x) = 5—..
) x2+4x2+1 ) x2.Inx
9 f(x)=X -arcsmx,
ctg x
Rozwigzanie:

1. Uwzgledniajac Twierdzenie 4 punkt 1 oraz wtasnosci funkcji potegowej mamy:

f'(x) = (x8+2x5+ % + \7/)_(,)/ = (x8>/+2 <x5>/—3 (X_4>/+ (x%)/ =

1
= 8x’ 4 5 _ 1.7 1 _qa,7 4 12 1 1
—8X +2'5X _3'(_4)X +7'X7 —8X +1OX +ﬁ+7'7—X6.

2. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 1 oraz wtasnosci funkcji potegowej mamy:

f(x) = (%XS +x3—10x+23inx+ex>/ - (%x5>/+ <x3>/—10(x)’+2(sinx)’+ (€)' =

= x*+3x2-10+2cosx + €.

3. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 1 mamy:

/ /
f'(x) = (3X +Inx +3arccosx + V x7) = ()" + (Inx)’ - (3arccosx)’ + <x;> =

[621]\)

==3X|n3-+%-+——ii——+ X

1-x2

ol

4. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 4 mamy:

f'(x) = (cos x - arc tg x)’ = (cos x)’ - arc tg x + cos x (arc tg x)’ = —sinx - arc tg x + cosx -
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5. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 4 i wtasnosci funkcji potegowej mamy:

F(x) = (<4x3—\/§) <x ———2\/—)>

- (435 V&) ( ___zf)+(4x3_¢5—x).(x5_4x—2_2>(%>’=
=(4-3X2—\/§ 1) (X ———2\/_)+< x3 \/5_X) <5x +8x3-2. —x
(

12x2 — 2&) <x ———2\/_> (4X3_\/5—X> ( 12\/—)

6. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 4 mamy:
3 3\/
= (5 (545 ) ) = 09 (4= 5) 0 09 (-5 -
= (5*In5) - (7x* =% ) + (5) (28x3 ).
7. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 5 mamy:

F(x) = (ex+tgx )/_ (eX+tgx)" - (7¥ +4Inx) — (X +1gx) - (7¥ + 4Inx)’

7% +4Inx (7% +4Inx)?
_ <ex+co;—2x> (7* +4Inx) — (¥ +tg x) - <7X|n7+;i(>
(7% + 4Inx)?

8. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 5 mamy:

)=

£ (x) (x7_x3_5>/ <x7_x3_5>/,<x3+4x2+1>_<x7_x3_5>‘<X3+4X2+1>/
X) = =

x3 +4x2 + 1 (X3+4X2+1)2
7x8-3x2) . (xS +4x2+1) = (x” +4x2-5) - (3x2 + 8x
_(me-3) )~ ( ) (37 + &)

(X3 +4x2 + 1)2
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9. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 5, a nastepnie punkt 4, mamy:

F(x) = (X : arcsinx)’ _ (x-arcsinx)’ - (ctg x) — (x - arcsinx) - (ctg x) _
ctg x (ctg x)2

(x’ - arcsinx + x(arcsinx)’) - (ctg x) — (x arcsinx) - ( ';X>

) sin
(ctg x)?
- <1 -arcsinx + X - \/11_7> - (ctg x) — (xarcsinx) (si;;x>
(ctg x)®
(arcsinx + ) - (ctg x) — (x arcsinx) - < 2 )
_ 12 sSin~ x
(ctg x)?

10. Uwzgledniajgc Twierdzenie 4 punkt 5, a nastepnie punkt 4, mamy:

(ex> (x5 -e)' (32 1nx) - (x5-*) - (x2-nx)

i) = x2-Inx | (x2-lnx)2 )
<5x4—ex> : <x2Inx> - <x5—ex> : <(x2)’lnx+x-(lnx)’>
(x2-lnx)2
<5x4—ex> : (lenx> —~ <x5—ex> : (2x-|nx+x2 : ()1—()>
(x2~lnx)2
<5x4—ex> : <X2Inx> - <x4—ex> “(2xInx + x)

(x2-lnx)2 .

Twierdzenie 5. Jesli f(x) jest rozniczkowalna w xy oraz g(y) jest rozniczkowalna w

Yo = f(xg), to funkcja h = g o f teZ jest roZniczkowalna w x i zachodzi wzcor

' (x0) = g’ (Vo) - F'(xo) -

Uwaga: Powyzszg zasade rézniczkowania funkcji ztozonej mozna przeniesc na przypadek

ztozenia 3 i wiecej funkgiji.
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Przyktad 12. Na podstawie wzordéw przedstawionych w Twierdzeniach 4 i 5 obliczy¢

pochodne nastepujacych funkcji:

1. f(x) =ctg (2 +x° +x10), 9. f(x) = sin’ x
2. f(x) = arc tg (10x), 10. f(x) = (3x + 5)*(x” + 4x* + 2)°,
6 8 5 4
3. f(x) = (7x +2cosx) 11. £(x) = x5 - In(x + x*)
4 1 + cos 5x
= (3x5 + 4x2 + 3% 12, f(x) =
4. f(x) (3x + 4x +3) , e S
5. f(x) = arccos(tg x) 13. f(x) = arc ctg (5X2 - %),
14. f(x) = cos —4X2 —Ax 42t
6. f(x) = tg (arccos x) . = 7 3x3 x5 |
7. f(x) = 437°NX 15. f(x) = Insin(x® + 2x3 + 2)
5
8. f(x) = sinx’ 16. f(x) = In(vx)
arc tg )%
Rozwigzanie:

1. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja cotangens,
funkcjg wewnetrzng jest wielomian stopnia dziesigtego. Uwzgledniajgc wzory z tablicy

1, twierdzenie 5 mamy

3. ,10\) _ —1 3. 10y _
(ctg(2+x X )) _sin2(2+x3+x10)'(2+x +x10y =
—x2(3 + 10x7)

Sin2(2 +x3 +X10)-

f'(x)

—1 2 9
= - (8x< +10x7) =
Sin2(2 +x3 + x10) ( )

2. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja cyklometryczna
arcustangens, funkcjg wewnetrzng jest funkcja liniowa. Uwzgledniajgc wzory z tablicy

1, twierdzenie 5 mamy

1
1+ (10x)2

1 10

f'(x) = (arc tg (10x))’ = = 10=———.
(x) = (are tg (10x) 1+100x2 1+100x2

- (10x)’
3. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja potegowa o
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wyktadniku 8, zas funkcjg wewnetrzng jest suma wielomian stopnia szdstego i funkgciji

trygonometrycznej cosinus. Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1, twierdzenie 5 mamy

/

8\’ 7
f'(x) = (<7x6 + 2cosx> ) =8- <7x6 + Zcosx> : (7x6 + Zcosx> =
7
=8 (7x®+2c0sx) - (42x° - 2sinx)
4. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja potegowa

stopnia 4, zas funkcjg wewnetrzng jest suma wielomianu stopnia pigtego i funkcji

wyktadniczej.. Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1,2 twierdzenie 5 mamy

4\’ 3 /
f'(x) = ((3X5 +4x2 + 3’() ) =4. (3x5 +4x2 + 3X> : <3x5 +4x2 + SX) =
3
=4 (3 + 4x2+3) " (15x* + 8x + 8"In3).
5. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja cyklometryczna

arcus cosinus, funkcjg wewnetrzng jest funkcja tangens. Uwzgledniajgc wzory z

tablicy 1, twierdzenie 5 mamy

; . (tg X)/ — —1 . 1
1 — (g x)2 J1-(gx)2 cos?x

6. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja tangens,

f'(x) = (arccos(tg x))’ = —

funkcjg wewnetrzng jest arcus cosinus. Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1, twierdzenie

5 mamy

1

cos2(arccos x)
1 1 1 -

(cos(arccosx))2 V1 — x2 T x2 1_x2

f'(x) = (tg (arccos x))’ = - (arccos x)’ =
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7. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja wyktadnicza
0 podstawie 4, zas funkcjg wewnetrzng jest funkcja cyklometryczna arcus sinus.

Uwzgledniajac wzory z tablicy 1, 2 twierdzenie 5 mamy

1
V1-x2

. / . .
F(x) = <4arcsmx> — 437CSINX |0 4 . (arcsin x)' = 437CSINX |n 4.

8. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja cosinus,
funkcjg wewnetrzng jest funkcja potegowa o wyktadniku 7. Uwzgledniajgc wzory z

tablicy 1, twierdzenie 5 mamy

/

f(x) = (sh1x7> = (cosx”) - (x7) = (cosx7) - (7x5).

9. Przyktad ten jest nieco podobny do poprzedniego. Zauwazmy, jednak ze w przyktadzie

tym role funkcji zewnetrznej petni funkcja potegowa o wyktadniku 7, funkcjg wewnetrzng

jest trygonometryczna sinus. Wynika to z faktu ze:

7

Tx = (sinx)”.

sin

Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1, twierdzenie 5 mamy

l = 7(sinx)6 - (sinx)’ = 7(sin x)6 - (cos x).

(x) = ((sinx)")

10. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym mamy doczynienia z iloczynem dwéch funkciji

ztozonych. Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1, twierdzenie4 punkt 4 i twierdzenie 5
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mamy

70 = ((Bx+5)* - (7 + ax* + 2)5)' - ((3x+ 5)4)' 7+ ax* £ 2)54
# @+ 5)* - (7 + ax* + 2)5)' = 4(3x +5)3 . (3x +5) - (x” + 4x* +2)5+
+(@x+5) - (507 +axt+2)*) - (7w axt 1+ 2) =

—4(3x +5)3-3- (x7 +4x* +2)5 + (3x + 5)*. (5(x7 £ axt 4 2)4> - (7x5 + 16x).

11. Zauwazmy, ze w przyktadzie tym mamy doczynienia takze z iloczynem dwdch
funkgciji: funkcji liniowej i funcji ztozonej, gdzie funkcjg zewnetrzng jest funkcja logarytmiczna.

Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1, twierdzenie4 punkt 4 i twierdzenie 5 mamy

f(x) = <x5 -In(x +x4)>/ = <x5>/ In(x +x%) + x5 - <In(x +x4)>l =

= 5x% - In(x + x%) + x2. 4y =

X+ X
X + x4 (

x5
x(1 +x3)
x4(1 + 4x3)
By

=5x* . In(x +x%) + (1 +4x3) =

= 5x* In(x + x4) +

12. W przyktadzie tym mamy doczynienia z ilorazem dwdch funkceji ztozonych. Uwzgledniajac

wzory z tablicy 1, twierdzenie 4 punkt 5 i twierdzenie 5 mamy

F(x) = (1 + cosSx>' (1 +cos5x) - (x3 = sin4x) — (1 + cos 5x) - (x3 — sin 4x)’ )

x3 —sin4x (x3 — sin 4x)2
(—sin5x) - (5x) - (x® — sin4x) — (1 + cos 5x) - (3x2 — cos 4x - (4x)')
) (x3 — sin 4x)2 )
(-55sin 5x) - (x3 — sin4x) — (1 + cos 5x) - (3x2 — 4 cos 4x)
) (x3 — sin 4x)2 '

13. W przykfadzie tym mamy doczynienia ze ztozeniem funkcji cyklometrycznej arcus

cotangens z réznicg dwdch funcji elementarnych. Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1,
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twierdzenie 4 punkt 2 i twierdzenie 5 mamy

—1
5X2 — ex>2

' (x) = (arc ctg (5x2 - ex)>/ = (
+

14. W przyktadzie tym mamy doczynienia ze ztozeniem funkcji trygonometrycznej
cosinus z funkcjg wymierng. Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1, twierdzenie 4 punkt 5 i

twierdzenie 5 mamy

7 - (cos ax?—ax+2¢\\ g [BP a2 ax?—ax+ ¥\
- 7-3x3 + x5 - 7-3x3 + x5 7-3x3+x5 |

[(4x2 —4x + 2¥) . (7 -3x3 + x9)
5

(7 — 3x3 + x°)2

(7 — 3x3 + x5)2 B

_ (i 4x2 — 4x + 2X

- 7-3x3 + x5

(8x —4 +2XIn2) - (7 — 3x3 + x°) — (4x2 — 4x + 2%) - (-9x2 + 5x*4)
(7 - 3x3 + x5)2 '

_(4x2—4x+2x)-(7—3x3+x )’] _

15. Przyktad ten jest nieco inny niz poprzednie. W tym przyktadzie zostaty ztozone
trzy funkcje: logarytmiczna, trygonometryczna - sinus i wielomian stopnia trzeciego.

Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1 2, twierdzenie 4 punkt 1 oraz twierdzenie 5 mamy

(In (sin <x5 +2x3 + 2))>/ = = (x5 +12x3 N 2) . (sin <x5 +2x3 + 2)>/ =

- sin (x5 +12x3 " 2) . (cos <x5 +2x3 + 2)) . <X5 +ox3 4 2)/ _

cos <x5 +2x3 + 2>

= - (5x* + 6x2) = (5x* + 6x2)ctg (x° +2x3 +2) .
Sin(x®+8x%+2) " )= ety )

f'(x)

16. W przyktadzie tym w celu utatwienia obliczania pochodnej uzyjemy pewnych
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wtasnosci funkcji logarytmicznej. Uwzgledniajgc wzory z tablicy 1 2, twierdzenie 4

punkt 5 oraz twierdzenie 5 mamy

/ 1 / 1 / 5 1 5 /
) - In &/x £Inx (3 Inx) -arc tg B35 Inx - <arc tg F)
"\ Seeta 5 | T 5 | 2 =
arc tg 3 arctg 3 (arc tg )%>
11 5 _ 1 1 -3\’
(5-;>-arctgﬁ—glnx- o2 -(5x )
+(3) _
= 5 =
5
<arc tg F)
1 5 1 1 -15
(§)'arctgﬁ+§|nx~ e (X—>

Przyktad 13. Oblicz pochodng funkcji F(x) = (sin x)0SX,

Rozwigzanie: Mamy

InF(x) = In(sinx)*°®X = cosx - In(sin x)
[INF(x)] = [cosx -In(sinx)]
F'(x) . . ]
Fix) (—sinx) - In(sinx) + cos x - six - COSX
F/(x) = F(x) |(=sinx)-In(sinx) + 9

Przyktad 14. Oblicz pochodng funkcji f(x) = Iog(X3+2X) COS X.
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Rozwigzanie: Stosujac wzdr na zamiane podstawy logarytmu mamy:

In(cos x)

|09(X3+2X) COS X = m

Obliczajgc pochodng przeksztatconej funkciji mamy:

' (In(cos x))’ - In(x3 + 2x) — In(cos x) (ln(x3 " 2x)>'

/ ( In(cos x) )

f ) - =
In(x3 + 2x) (In(x3 + 2x))2
001? - (—sinx) - In(x3 + 2x) — In(cos x) - X3-12X . (3x2 +2)

(In(x3 + 2x))°

i v In(v3 _ (3x%+2)Incos x
tg x - In(x° + 2x) Ry

(In(x3 + 2x))?

Zastosowanie pochodnej funkcji.

1. Styczna do wykresu funkciji.

Rownanie siecznej przechodzgcej przez punkty A((xq), f(xg)) i B((x1), f(x1)) jest postaci

F(x4) = f(xo)

(X = Xg) -
X —Xg (x=Xq)

y —flxo) =

Gdy Ax dgzy do 0, to punkt B dazy do A po wykresie funkgciji f, zas sieczna dazy do
potozenia granicznego, jakim jest styczna do wykresy funkcji f w punkcie xp. Rownanie

stycznej jest wiec postaci

y = f(xg) = f'(xg) - (x = Xq) -

Pochodna f'(xg) jest wiec wspdtczynnikiem kierunkowym tej stycznej, czyli inaczej

moéwigc, tangensem kata nachylenia tej stycznej do osi Ox.
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Przyktad 15. Oblicz kat nachylenia wykresu funkcji f(x) = e3X — 1 do osi Ox. Napisz

rownanie stycznej do tej funkcji w punkcie przeciecia f z osig Ox.

Rozwigzanie: Jedynym rozwigzaniem réwnania e3X —1 = 0 jet Xxg = 0. Oznaczmy
f(x) := €3X —1. Mamy f/(x) = 3¢3X oraz '(0) = 3. Zatem kat nachylenia tej stycznej do
osi Ox spetnia rownos¢ tg a = 3, skad « = arc tg 3. Poniewaz f(0) = 0, wiec rdwnanie

stycznej do wykresu funkcji f w xp = 0 jest postaci y = 3x.

Przyktad 16. Napisac rownania stycznych do wykreséw funkcji we wskazanych punktach:

4x
1. f(x) = . Xq = V2
%) 2+ x2 0 v2
) = & 1
2. X=—,X =
%) 1+x2 0

Rozwigzanie:

1. Niech f(x) = —

2+ x2

i Xp = V2. Mamy:

4
oraz
700) = 4(2 + x2) — 8x2 ) 8 —4x2 |
(2 +x2)2 (2 +x2)2
Stad
f'(vV2) = 0.

Podstawiajgc do rownania stycznej otrzymujemy

y=V2.
3x
2. Niech f(x) = i xXqp =1. Mamy:
() 1+X2 0 y
3
e
f(1) =%
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oraz
70 = 3e3X(1 + x2) —e5X . 2x ) e3X (3 —2x + 3x2)
(1 +x2)2 (1 +x2)2
Stad
/ _ 493 _ A3
ff(1) = 2 =€

Podstawiajgc do rownania stycznej otrzymujemy:
y—?zes.(x—”,

co jest rownowazne:

3
_ a3, &
y=ex-75.

y 7y

2. Monotonicznos¢ i ekstrema funkciji.

Twierdzenie 6. Funkcja f, ktdrej pochodna jest w catym zbiorze [a, b] dodatnia (ujemna),

jest w zbiorze (a, b) rosngca (malejgca).

Twierdzenie 7. (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum) Jesli funkcja f

rézniczkowalna w xo ma w tym punkcie ekstremum lokalne, to f'(xg) = 0.

Powyzsze twierdzenie nie rozstrzyga kwestii istnienia ekstremum lokalnego. Ekstreméw
lokalnych mozna poszukiwac tylko w punktach w ktérych pochodna sie zeruje. Nazywamy
je punktami stacjonarnymi (lub podejrzanymi o istnienie ekstremum). Do punktow
stacjonarnych zaliczamy tez punkty, w ktdrych funkcja jest okreslona, ale pochodna nie
istnieje.

Do rozstrzygniecia, czy w danym punkcie stacjonarnym rzeczywiscie istnieje ekstremum

lokalne wykorzystujemy nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 8. (warunek wystarczajacy istnienia ekstremum) Jesl/i

1. f'(xg) = 0 lub f'(xq) nie istnieje
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2. pochodna f'(x) zmienia znak w otoczeniu punktu xq, tzn
a) f'(xg) > 0dlax < xqoraz f'(xg) < 0 dla x > xq lub
b) f'(xg) < 0 dlax < xq oraz f'(xg) > 0 dla x > xq,
to funkcja f ma w xq ekstremum lokalne wtasciwe. W przypadku a) jest to maksimum

lokalne, w przypadku b) jest to minimum lokalne.

Przyktad 17. Wyznacz ekstrema lokalne i zbadaj monotonicznosc¢ funkcji

1. 1) = 2x7 = 1xB = 1xS 4 24 5. f(x) = (x? + x + 1)e"*Z,
e 4 >t X2 —2x + 1
2. f(X)=x—3+ 6. f(x) = ——,—
_5 X3
3 1) = b= v TN = o
4 10 = (320 + 2 8. f(x) = 3x%—2In(x +1).
Rozwigzanie:

1. Niech f(x) = ;x7 - %xs - %x5 + %x“ Rozwazana funkcja jest wielomianem stopnia
siodmego, zatem dziedzing tej funkcji jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych.
Aby wyznaczy¢ eksterema funkcji nalezy policzy¢ pochodng tej funkcji i wyznaczyc¢
miejsca zerowe pochodnej. Nastepnym krokiem jest zbadanie znaku pochodnej w

otoczeniu miejsc zerowych pochodnej. Mamy
f'(x) = x8 = x5 — x* + x3.

Zaten

3 3

flix) =0 x3 - (x3-x?-x+1)=0.

Rozwigzujgc réwnanie wielomianowe otrzymujemy x4 = 0 - miejsce zerowe potrojne
lub
x2(x=1)—(x—=1) =0,
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co jest rownowazne
x=1)-x>=1)=0 (x—1)2-(x+1)=0.

Zatem x4 =0, xo = -1, x5 = 1. Aby oceni¢ zachowanie pochodnej w otoczeniu jej
miejsc zerowych najwygodniej jest narysowac wykres pochodnej i odczytac z niego

jakie wartosci przyjmuje pochodna w otoczeniu swoich miejsc zerowych. Z wykresu

pochodnej mamy:
f(x)>0 dla x e (—c0,—1) oraz x € (0, +00).
Zatem w przedziatach tych funkcja rosnie. Analogiczne
f(x)<0 dla xe(-1,0).

Poniewaz w punkcie x = —1 funkcja zmienia rodzaj monotonicznosci z rosngcej na
malejacg to w punkcie tym funkcja ma maximum lokalne réwne f(—1) = %, zas
w punkcie x = 0 funkcja ma minimum lokalne réwne 7(0) = 0. W punkcie x = 1
funkcja nie spetnia warunku dostatecznego istnienia ekstremum, zatem w punkcie

tym ekstremum nie istnigeje.
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2. Niech f(x) = x -3 + xés Rozpocznijmy od wyznaczenia dziedziny tej funkciji.
Dziedzing tej funkcji jest zbidr R\ {5}. W celu wyznaczenia punktdéw stacjonarnych
obliczymy pochodng f’ i rozwigzemy réwnanie f'(x) = 0. Mamy

oy _ 4 4  _ (x=5)°-4
PO =1-5552 = s

Warunek f'(x) = 0 jest w przypadku naszej funkcji rownowazny nastepujgcemu:

Z powyzszego rownania mamy:

(x—5)* = 4,
lub réwnowaznie:

|x = 5| = 2.

Stad x = 3 lub x = 7. Zauwazmy, ze dla kazdego x nalezgcego do dziedziny funcji

(x—5)2 > 0. Zatem

f'(x) >0 (x—5)2—4>0 oraz f'(x) <0 (x—5)2-4<0.
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-3 -2 -1 0 1 2

Uwzgledniajgc dziedzine funkcji mamy:

f'(x) > 0 w przedziatach (—oo, 3); (7, +00) zatem f

i f(x) < 0 w przedziatach (3, 5); (5,7) stad f \, .

Poniewaz w punkcie x = 3 funkcja zmienia rodzaj monotonicznosci z rosngcej na
malejgcg to w punkcie tym funkcja ma maximum lokalne rowne f(3) = -2, zas w

punkcie x = 7 funkcja ma minimum lokalne rowne f(7) = 6.
3. Niech f(x) = (x — 4)Vx —1 Rozpocznijmy od wyznaczenia dziedziny tej funkcji.
Dziedzing tej funkcji jest zbidr x > 1. W celu wyznaczenia punktow stacjonarnych

obliczymy pochodng f' i rozwigzemy réwnanie f'(x) = 0. Mamy

'y = \/x — _ 1 _ 2x-1)+x—4 _ 3x-6
PO = VX AT = "ot~ vt

Warunek f/(x) = 0 jest w przypadku naszej funkcji rownowazny nastepujgcemu:
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Przeksztatcajgc powyzsze rdwnanie mamy:
3x-6=0

Stad x = 2. Zauwazmy, ze dla kazdego x > 1 mamy
f'(x) >0« 3x—6>00razf'(x) <0« 3x-6<0.

Stad:

-5 -4 -3 =2 -1 0 ,F] 2 3 4 5

-3

_5‘f

f'(x) > 0 w przedziale (2, 00); zatem f
i f(x) < 0 w przedziale (1,2) stad f \, .
Poniewaz w punkcie x = 2 funkcja zmienia rodzaj monotonicznosci z malejgcej na

rosngcg to w punkcie tym funkcja ma minimum lokalne réwne f(2) = —2.

4. Niech f(x) = (3 —x)5 - (3x + 2)4. Dziedzing tej funkcji, jako wielomianu stopnia

dziewigtego jest zbior R. W celu wyznaczenia punktow stacjonarnych obliczymy
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pochodng f" i rozwigzemy réwnanie f'(x) = 0. Mamy
f'(x) =538 -x)*-(-1) - (B8x +2)* + (3-x)° - 4(3x +2)% .3
Warunek f'(x) = 0 jest w przypadku naszej funkcji rownowazny nastepujgcemu:
(B=x)*-(3x+2)3 . (-5(3x +2) + 12(3—x)) = 0.

lub:
B=x)*-(3x +2)%. (26 - 27x)) = 0.

— __2 _ 26
Stad x =3 lub x = -5 lub x = 5.
Zauwazmy, ze f'(x) > 0 < (8—x)*- (3x +2)3 . (26 -27x)) > O oraz f/(x) < 0 <

(B-x)*-(3x+2)3. (26 -27x) < 0.

Stad f/(x) > 0 w przedziale (-2, 28); zatem f

~327
i /(x) < 0 w przedziatach (—co,—), (55, +o0) stad f \, .
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Pochodna w punkcie x = —% zmienia znak z ujemnego na dodatni, tzn ze w punkcie
tym jest ekstemum i jest to minimum réwne f(—%) = 0, w punkcie x = % pochodna
zmienia znak z dodatniej na ujemng co znaczy, ze w tym punkcie jest maksimum

. 26 55\° (44\* : :
lokalne réwne f (ﬁ) = (ﬁ> : (g) , W punkcie x = 3 nie ma ekstremum.

5. Niech 7(x) = ( i x+ 1)ex+2. Dziedzing tej funkcji jest zbidr R. W celu wyznaczenia
punktéw stacjonarnych obliczymy pochodng f’ i rozwigzemy réwnanie f/(x) = O.
Mamy

fl(x)=(2x+1)- 2+ (x2 + x + 1) - &2,

Warunek f'(x) = 0 jest w przypadku naszej funkcji rownowazny nastepujgcemu:
<x2 +3X + 2) e*2 = 0.
Poniewaz funkcja wyktadnicza nie przyjmuje wartosci 0, zatem
x2+3x+2=0.

Rozwigzujgc rownanie kwadratowe otrzymujemy x = -2 lub x = —1.
Zauwazmy, ze funkcja wyktadnicza przyjmuje zawsze wartosci dodatnie, zatem

f'(x) >0 x2+3x+2>00raz f'(x) <0< x2+3x +2<0.

+ —+
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Stad f'(x) > 0 w przedziatach (—oo,—2), (-1, +o0) zatem f ~ w tych przedziatach
i

f'(x) < 0 w przedziale (-2,-1), stad f \, w tym przedziale .

Pochodna w punkcie x = =2 zmienia znak z dodatniego na ujemny, tzn ze w punkcie
tym jest ekstemum i jest to maksimum réwne f(—2) = 3, w punkcie x = —1 pochodna
zmienia znak z ujemnej na dodatnig co znaczy, ze w tym punkcie jest minimum

lokalne réwne f(—1) = e.
x2—2x +1
X—4
Dziedzing tej funkgciji jest zbior R\ {4}. W celu wyznaczenia punktdéw stacjonarnych

6. Niech f(x) = Rozpocznijmy od wyznaczenia dziedziny tej funkciji.

obliczymy pochodng f' i rozwigzemy réwnanie f'(x) = 0. Mamy

fron _ (2x=2)(x—4)—(x2—2x+1)
f'(x) = 22 )

Warunek f'(x) = 0 jest w przypadku naszej funkcji rownowazny nastepujgcemu:

2
X“=8x+7 _
(x—4)2 0.

Z powyzszego rownania mamy:
x2—8x+7= 0,

CO po rozwigzaniu daje x = 1 lub x = 7. Zauwazmy, ze dla kazdego x nalezgcego do

dziedziny funcji (x —4)2 > 0. Zatem

f(x)>0ex2—8x+7>0 oraz f(x) <0< x2—8x +7 < 0.
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Uwzgledniajac dziedzine funkcji mamy:

f'(x) > 0 w przedziatach (—oo, 1); (7, +oc) zatem f ~ w tych przedziatach

i

f'(x) < 0 w przedziatach (1,4); (4,7) stad f \, w tych przedziatach .

Poniewaz w punkcie x = 1 funkcja zmienia rodzaj monotonicznosci z rosngcej na
malejgcg to w punkcie tym funkcja ma maximum lokalne réwne f(1) = 0, zas w

punkcie x = 7 funkcja ma minimum lokalne rowne f(7) = 12.

7. Niech f(x) = (x)—(Z)Z' Rozpocznijmy od wyznaczenia dziedziny tej funkcji. Dziedzing

tej funkcji jest zbidr D = R\{2}. W celu wyznaczenia punktéw stacjonarnych obliczymy
pochodng f" i rozwigzemy réwnanie f'(x) = 0. Mamy

3x2(x—2)%2—x3.2(x-2)
(x-2)4

f(x) =

Warunek f/(x) = 0 jest w przypadku naszej funkcji réwnowazny nastepujgcemu:

X2(x=2)(x=6) _
w2t 0

CO po rozwigzaniu daje x = 0 lub x =2 ¢ D lub x = 6. Zauwazmy, ze dla kazdego x

nalezgcego do dziedziny funcji (x — 2)4 > 0. Zatem

f'(x) > 0 < x?(x —=2)(x —=6) > 0 oraz f(x) < 0 < x°(x —2)(x — 6) < 0.
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Uwzgledniajac dziedzine funkcji mamy:

f'(x) > 0 w przedziatach (-0, 2); (6, +oc) zatem f * w tych przedziatach
i

f'(x) < 0 w przedziatach (2, 6); stad f *\, w tych przedziatach .

Poniewaz w punkcie x = 6 funkcja zmienia rodzaj monotonicznosci z malejgcej
27
2 ’

na rosnacg to w punkcie tym funkcja ma minimum lokalne réwne f(6) = zas w

punkcie x = 0 funkcja nie ma ekstremum.

8. Niech f(x) = %xz —2In(x + 1) Dziedzing funkgciji f jest przedziat (-1, oc). Mamy

2 (x24x-2) _ (x—1)(x+2)
x+1 = x+1 = X+1 ’

skad miejscami zerowymi pochodnej sg x = —2 oraz x = 1, przy czym -2 nie nalezy
do dziedziny funkcji. Ostatecznie, jedynym punktem stacjonarnym funkgciji f jest x = 1.
Wystarczy narysowac szkic wykresu licznika pochodnej (mianownik jest dodatni, co

wynika z dziedziny funkciji f).
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-

Eqis

-5 —4 -3 =) -+ (o} 1 2

Odczytujemy, ze
ffix)<0 dla xe(-1,1) oraz f(x)>0 dla xe(1,).

Mamy wiec nastepujgce wnioski:
a) funkcja f maleje w (-1, 1) i rosnie w (1, c0),

b) funkcja f osigga w x = 1 lokalne minimum réwne f(1) = %— 2In2.
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